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บทคัดยอ  
 

กําหนดการเชิงเสนเปนวิธีท่ีสําคัญวิธีหนึ่งในการสรางตัวแบบเพ่ือแกปญหาเกี่ยวกับการจัดการทรัพยากรท่ีมีอยูอยาง
จํากัดใหเกิดประสิทธิภาพมากท่ีสุด สําหรับการสรางตัวแบบเชิงเสนอาจมีเงื่อนไขบังคับท่ีเกินความจําเปน ทําใหใชเวลาหาผล
เฉลยเหมาะท่ีสุดมากข้ึนตาม ในบทความนี้นําเสนอผลวิจัยของ Paulraj and Sumathi (2010, 2012) และ Estiningsih et al. 
(2019) ท่ีเปรียบเทียบวิธีระบุเงื่อนไขเกินรวมท้ังหมด 8 วิธี พบวาแตละวิธีสามารถระบุเงื่อนไขเกินไดโดยใชระยะเวลาการ
คํานวณท่ีแตกตางกัน หากเราพบวิธีระบุเงื่อนไขเกินท่ีดีท่ีสุดจะชวยลดเวลาการคํานวณหาผลเฉลยเหมาะท่ีสุดไดเร็วขึ้น  
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Abstract  
 

Linear programming (LP) is one of the most important methods used in modeling and solving to 
manage the resources effectively. Formulating LP model may include redundant constraints so it takes more 
time- consuming to achieve the optimal solutions.  This paper presents the results of Paulraj and Sumathi 
(2010, 2012) and Estiningsih et al. (2019) which identified the redundant constraints by 8 methods. It reveals 
that each method can detect redundant constraints with different computational times.  The effective 
method to identify the redundant constraints can reduce time to solve the optimal solutions. 
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บทนํา  
 กําหนดการเชิงเสน (Linear Programming: LP) เปนเคร่ืองมือหนึ่งในการแกปญหาการหาคาเหมาะท่ีสุด 

(Optimization problems) ซ่ึงประกอบดวยฟงกชันจุดประสงค (Objective function) ท่ีอยูในรูปเชิงเสน (Linear function) 
และขอจํากัดหรือเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ท่ีเปนสมการหรืออสมการเชิงเสน (Linear equality or linear inequality)  
โดยมีจุดมุงหมายเพ่ือหาคาสูงสุดหรือคาตํ่าสุดของฟงกชันจุดประสงคภายใตขอจํากัด ปญหาท่ัวไปท่ีเกี่ยวกับอุตสาหกรรม การ
ขนสง การจัดการทรัพยากร  มักจะใชตัวแบบกําหนดการเชิงเสนหาผลเฉลยท่ีเหมาะท่ีสุด (Optimal solution) เพราะชวยหา
จํานวนการผลิตสินคาใหไดกําไรมากท่ีสุดภายใตวัตถุดิบท่ีมีอยางจํากัด หรือเปนตัวชวยในการตัดสินใจภายใตเงื่อนไขท่ีกําหนด ได
ดี วิธีแกปญหากําหนดการเชิงเสนมีหลายวิธี เชน วิธีกราฟ (Graphical method) วิธีซิมเพล็กซ (Simplex method) และวิธีจุด
ภายใน (Interior point method)  แตวิธีท่ีนิยมมากท่ีสุดคือวิธีซิมเพล็กซเพราะมีข้ันตอนวิธีไมยุงยากซับซอนมากนัก อยางไรก็
ตามวิธีนี้ไมเหมาะกับปญหาท่ีมีตัวแปรจํานวนมากหรือมีตัวแปรมากเลขศูนย (Sparse problems) 

 
เงื่อนไขเกินของปญหากําหนดการเชิงเสน 

พิจารณารูปแบบท่ัวไปของปญหากําหนดการเชิงเสนท่ีมีจํานวนเงื่อนไขบังคับ m  เงื่อนไขและจํานวนตัวแปร n  ตัว

( )m n≥  ดังนี้ 

หาคาสูงสุดของ         (Max)                      TZ C X=   
ภายใตเงื่อนไข  (subject to)    
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หรือเขียนไดในรูป 
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คําตอบท่ีเปนไปได (The feasible region) S  ท่ีสอดคลองกับสมการ (1) คือ { }, 0nS X R AX b X= ∈ ≤ ≥   

ในบางปญหาเราอาจลดจํานวนเงื่อนไขลงได โดยไมทําใหบริเวณคําตอบท่ีเปนไปได S  เปลี่ยนแปลง Telgen (1983) 
พิสูจนวาเราสามารถลดจํานวนเงื่อนไขในอสมการ (1) ก็ตอเม่ือ อสมการ (1) มีเงื่อนไขเกินและ/หรือมีอสมการเงื่อนไขท่ีสามารถ
แทนไดดวยสมการเงื่อนไขแลวไมทําใหบริเวณคําตอบท่ีเปนไปได S   เปลี่ยนแปลง  นอกจากนี้ยังกําหนดนิยามและแบงประเภท
ของเงื่อนไขเกิน ดังนี้        
บทนิยาม 1  สําหรับคา k  ใดๆ  (1 k m≤ ≤ )  เงื่อนไขบังคับท่ี k  ( )k kA X b≤ จะเปนเงื่อนไขเกินของสมการ (1)  

ก็ตอเม่ือ kS S=  เม่ือ { }, 0 ,n
k i iS X R A X b X i k= ∈ ≤ ≥ ∀ ≠  และ 1 i m≤ ≤           

บทนิยาม 2  (Weakly redundant constraints)    เงื่อนไขบังคับท่ี k  ( )k kA X b≤ จะเปน Weakly redundant 

constraints ของสมการ (1) ถาเงื่อนไขบังคับท่ี k  เปนเงื่อนไขเกินและ k kA X b=  สําหรับบาง X ท่ี kX S∈   

บทนิยาม 3  (Strongly redundant constraints)    เงื่อนไขบังคับท่ี k  ( )k kA X b≤ จะเปน Strongly redundant 

constraints ของสมการ (1) ถาเงื่อนไขบังคับท่ี k  เปนเงื่อนไขเกินและ k kA X b<  สําหรับทุก X ท่ี kX S∈   

ตัวอยางท่ี 1   พิจารณากราฟของเงื่อนไขบังคับท่ี  (i)-(vii)  ในภาพท่ี 1 
  1 2 2x x− ≤                  (i) 

1 22 7x x+ ≤                  (ii) 

     1 2x ≤                 (iii) 

1 22 4x x− + ≤               (iv) 

         22 5x ≤                 (v) 
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    1 2 4x x+ ≤                 (vi) 

      1 2, 0x x ≥                 (vii)             

 
 

ภาพที่ 1 บริเวณคําตอบท่ีเปนไปได (the feasible region) ( )S  ท่ีสอดคลองกับอสมการ (i)-(vii) 

 

จากรูปเงื่อนไขบังคับท่ี  (iii), (iv), (v), (vi) และ (vii)  เปนเงื่อนไขท่ีจําเปน สวนเงื่อนไขท่ี (i) และ (ii) เปนเงื่อนไขเกิน 
โดยเงื่อนไขท่ี (i) เปน Weakly redundant constraints เงื่อนไขท่ี (ii) เปน Strongly redundant constraints สังเกตวา 

Weakly redundant constraints  เปนเสนตรงท่ีมีจุดสัมผัสกับบริเวณคําตอบท่ีเปนไปได ( )S   แต Strongly redundant 

constraints เปนเสนตรงท่ีไมมีจุดสัมผัสกับบริเวณคําตอบท่ีเปนไปได ( )S    

ในบทความนี้นําเสนองานวิจัยของ Paulraj and Sumathi (2010) ท่ีเปรียบเทียบวิธีระบุเงื่อนไขเกินท้ังหมด 5 วิธี 
งานวิจัยของ Paulraj and Sumathi (2012) เปรียบเทียบกับวิธี Ioslovich (2001) และงานวิจัยของ Estiningsih et al. (2019) 
เปรียบเทียบวิธีระบุเงื่อนไขเกินท้ังหมด 3 วิธี หากเราเลือกวิธีระบุเงื่อนไขเกินท่ีมีความถูกตองและใชเวลานอยท่ีสุด จะชวยลด
เวลาการหาผลเฉลยเหมาะท่ีสุดได โดยไมทําใหผลเฉลยเหมาะท่ีสดุเปลี่ยนแปลง   
 

งานวิจัยที่เกี่ยวของ (Related researches) 
- งานวิจัยของ Paulraj and Sumathi (2010) ไดอภิปรายและเปรียบเทียบวิธีระบุเงื่อนไขเกินท้ังหมด 5 วิธี ไดแก 

1) วิธีกําหนดขอบเขต (Brearley et al., 1975)  
2) วิธี Linear programming (Caron et al., 1989)  
3) วิธี Deterministic (Telgen, 1983)  
4) วิธีของ Stojković และ Stanimirović (Stojković and Stanimirović, 2001) 
5) วิธี Heuristic (Paulraj et al., 2006) 

 
จากการศึกษาในปญหาขนาดกลางท่ีมีจํานวนตัวแปรไมเกิน 6 ตัวและจํานวนเงื่อนไขไมเกิน 50 เงื่อนไข พบวาวิธี 

Heuristic สามารถระบุเงื่อนไขเกินไดมากท่ีสุดโดยใชเวลานอยท่ีสุด สวนวิธี Linear programming และวิธี Deterministic  
สามารถระบุเงื่อนไขเกินไดแตใชเวลามากกวา วิธีกําหนดขอบเขตระบุเงื่อนไขเกินไดนอยกวาวิธีอ่ืนและขึ้นอยูกับขอบเขตบน-ลาง
ของตัวแปรตัดสินใจ สําหรับวิธีของ Stojković และ Stanimirović ระบุเงื่อนไขเกินไดนอยท่ีสุด ดังตารางท่ี 1 
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ตารางที่ 1 จํานวนเงื่อนไขเกินท่ีตรวจสอบโดย 5 วิธี จากตัวอยางขนาดกลาง 
 

จํานวน 
เงื่อนไข 

จํานวน 
ตัวแปร 

จํานวนเงื่อนไขเกินที่ระบุดวย 
วิธีกําหนด
ขอบเขต  

วิธี Linear 
programming   

วิธี 
Deterministic  

วิธีของ Stojković 
และ Stanimirović 

วิธี 
Heuristic 

16 6 14 13 5 1 14 
20 5 17 18 1 0 17 
25 6 17 23 3 0 23 
30 3 24 29 18 0 29 
37 5 29 35 12 0 35 
40 2 38 39 38 0 39 
45 3 34 43 10 0 43 
50 5 28 49 11 0 49 

 

 

ในปญหาขนาดเล็กท่ีมีจํานวนตัวแปรไมเกิน 10 ตัวและจํานวนเงื่อนไขไมเกิน 7 เงื่อนไข พบวาวิธี Heuristic มีจํานวน
ตัวดําเนินการคูณ/การหารนอยท่ีสุด รองลงมาคือวิธี Linear programming วิธี Deterministic และวิธีของ Stojković และ 
Stanimirović ตามลําดับ สวนวิธีกําหนดขอบเขตมีจํานวนตัวดําเนินการคูณ/ การหารมากท่ีสุด ดังตารางท่ี 2 

 

ตารางที่ 2 จํานวนตัวดําเนินการคูณ/ การหาร จากตัวอยางขนาดเล็ก 
 

จํานวน 
เงื่อนไข 

จํานวน 
ตัวแปร 

จํานวนเงื่อนไขเกินที่ระบุดวย 
วิธีกําหนด
ขอบเขต  

วิธี Linear 
programming   

วิธี 
Deterministic  

วิธีของ Stojković 
และ Stanimirović 

วิธี 
Heuristic 

3 2 93 42 42 93 42 
3 2 93 93 93 93 42 
3 2 93 42 42 93 42 
4 3 167 76 168 311 76 
4 3 167 75 75 167 75 
3 3 186 97 88 178 97 
4 5 186 88 88 336 88 
5 2 505 70 159 159 70 
5 4 535 50 50 167 50 
7 10 883  161  1894   1894  161 

 
งานวิจัยของ Paulraj and Sumathi (2012) นําเสนอวิธีใหมท่ีใชหลักการของ Ioslovich (2001) มาปรับปรุงและ

เปรียบเทียบกับวิธีเดิมของ Ioslovich พบวา วิธี Paulraj and Sumathi (2012) ใชเวลาตรวจสอบเงื่อนไขเกินนอยกวาวิธีเดิม

และจํานวนตัวดําเนินการคูณ/การหารนอยกวา รวมท้ังใหผลตรงกัน เม่ือทดสอบกับปญหาขนาดเล็ก ( )7, 10m n= = ดัง

ตารางท่ี 3 และปญหาขนาดใหญ ( )511, 210m n= =   m  คือ จํานวนเงื่อนไข n  คือ จํานวนตัวแปร ดังตารางท่ี 4  
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ตารางที่ 3 จํานวนตัวดําเนินการคูณ/การหารและเวลาท่ีใชตรวจสอบเงื่อนไขเกิน จากตัวอยางขนาดเล็ก 
 

จํานวน 
เงื่อนไข 

จํานวน 
ตัวแปร 

วิธี Ioslovich วิธี Paulraj and Sumathi (2012) 

จํานวนตัวดําเนิน  
การคูณ/ การหาร 

เวลา 
(micro seconds) 

จํานวนตัวดําเนิน 
การคูณ/ การหาร 

เวลา 
(micro seconds) 

3 2 747 201 326 179 

3 2 815 286 326 187 

3 2 747 203 326 184 

3 3 2034 285 648 185 

3 3 1895 290 786 200 

3 4 4245 485 1360 230 

4 3 2682 306 972 231 

4 3 2681 295 1248 235 

4 5 107860 643 3795 336 

6 3 5082 460 2724 349 

7 10 221226 8516 94146 3797 

 
ตารางที่ 4 จํานวนตัวดําเนินการคูณ/ การหารและเวลาท่ีใชตรวจสอบเงื่อนไขเกิน จากตัวอยางขนาดใหญ 
 

จํานวน 
เงื่อนไข 

จํานวน 
ตัวแปร 

วิธี Ioslovich วิธี Paulraj and Sumathi (2012) 

จํานวนตัวดําเนิน  
การคูณ/ การหาร 

เวลา 
(micro seconds) 

จํานวนตัวดําเนิน  
การคูณ/ การหาร 

เวลา 
(micro seconds) 

50 500 7299004428 157638973 608250369 19837621 

50 500 6965109510 146332149 593487546 18657901 

50 500 6967810329  157647651 510430124 16727382 

240 192 8011245923  930620218 774361273 2046104 

511 210 12577042510  1230620218 922863013 641873563 
 

งานวิจัยของ  Estiningsih et al. (2019) เปรียบเทียบวิธี Heuristic (Paulraj et al., 2006) วิ ธีของ Llewellyn 
(Telgen, 1979) และวิธีของ Stojković และ Stanimirović (Stojković and Stanimirović, 2001) พบวา วิธี Heuristic ไม
สามารถระบุ เงื่อนไขเกินชนิด Weakly redundant constraints ได   วิ ธีของ Llewellyn และวิธีของ Stojković และ 

Stanimirović มีจํานวนข้ันตอนการทําซํ้าเทากันคือ ( )1n n× −  ข้ันตอน เม่ือ n  คือ จํานวนตัวแปร นอกจากนี้วิธีของ 

Llewellyn สามารถระบุเงื่อนไขเกินไดดีท่ีสุดเม่ือเทียบกับ 2 วิธีแตจะใชเวลามากข้ึน ถาปญหามีขนาดใหญข้ึน เพราะข้ันตอนวืธี
ของ Llewellyn  ตองเปรียบเทียบทีละ 2 เงื่อนไขจนครบทุกเงื่อนไข  ดังตารางท่ี 5 
 
  



วารสารวิทยาศาสตรและวิทยาศาสตรศึกษา ปท่ี 5 เลมท่ี 1 (ม.ค. – มิ.ย. 2565)  | 147 

ลิขสิทธิ์โดย คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยอุบลราชธาน ี

ตารางที่ 5 จํานวนเงื่อนไขเกินท่ีตรวจสอบโดย 3 วิธี จากตัวอยางขนาดเล็ก 
 

จํานวน 
เงื่อนไข 

จํานวน 
ตัวแปร 

จํานวนเงื่อนไขเกินที่ระบุดวย 

วิธี Heuristic วิธีของ Llewellyn วิธีของ Stojković และ Stanimirović 

5 2 3 3 3 

5 2 - 3 - 

5 2 1 3 - 

5 2 3 3 - 

5 2 2 3 3 

5 2 - 3 - 

 

สรุปและปญหาเปด 
จากงานวิจัยดังกลาวขางตน พบวา วิธี  Heuristic สามารถระบุเงื่อนไขเกินไดดีท้ังในปญหาขนาดกลางและขนาดใหญ 

โดยใชเวลาตรวจสอบเงื่อนไขเกินนอยกวาอ่ืน เนื่องจากมีจํานวนตัวดําเนินการคูณ/ การหารนอยท่ีสุด แตไมสามารถระบุเงื่อนไข
เกินชนิด Weakly redundant constraints ได วิธีของ Llewellyn สามารถระบุเงื่อนไขเกินไดดีกวาวิธี  Heuristic แตจะใช
เวลาตรวจสอบเงื่อนไขเกินมากข้ึน ถาปญหามีขนาดใหญข้ึน สําหรับวิธีของ Paulraj and Sumathi (2012) ท่ีใชหลักการของ 
Ioslovich มาปรับปรุง ใชเวลาตรวจสอบเงื่อนไขเกินนอยกวาวิธีเดิม แตไมไดระบุจํานวนเงื่อนไขเกินท่ีตรวจสอบได  หากเรา
สามารถเปรียบเทียบวิธี Heuristic วิธีของ Llewellyn และวิธีของ Paulraj and Sumathi (2012) อาจพบวิธีท่ีดีท่ีสุดในการ
ระบุเงื่อนไขเกินและใชเวลานอยท่ีสุดได 
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