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บทคัดย่อ 

 
 ในงานวิจัยนี้ได้ศึกษาบางระบบส่วนตกค้างบริบูรณ์ในจ านวนเต็มเกาส์เซียน โดยที่ระบบส่วนตกค้างบริบูรณ์ มอดุโล 𝛾 
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Abstract 
 
 In this paper, we study some complete residue systems in the Gaussian integers. By a complete 
residue system modulo 𝛾 where 𝛾 ≠ 0 is a Gaussian integer, abbreviated by CRS(𝛾). The research results 
showed that for a positive integer 𝑛, 
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5) {𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, −𝑛 < 𝑥 < 𝑛, |𝑥| −  𝑛 ≤ 𝑦 < −|𝑥| + 𝑛 } is a CRS(𝛾 = 𝑛 + 𝑛𝑖), 
6) {𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, −𝑛 < 𝑥 < 𝑛, |𝑥| −  𝑛 < 𝑦 ≤ −|𝑥| + 𝑛 } is a CRS(𝛾 = −𝑛 − 𝑛𝑖), 
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8) {𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, −𝑛 < 𝑦 < 𝑛, |𝑦| −  𝑛 ≤ 𝑥 < −|𝑦| + 𝑛 } is a CRS(𝛾 = 𝑛 − 𝑛𝑖). 
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บทน า 
จ านวนเต็มเกาส์เซียน (Gaussian Integer) คือ จ านวนที่สามารถเขียนให้อยู่ในรูป 𝑎 + 𝑏𝑖  เมื่อ 𝑎, 𝑏 เป็นจ านวนเต็ม 

และ 𝑖 = √−1 ซึ่งสามารถนิยามการหารลงตัว (Divisibility) และ คอนกรูเอนซ์ (Congruence) ได้เช่นเดียวกับจ านวนเต็ม 
กล่าวคือ ให้ 𝛼, 𝛽 และ 𝛾 เป็นจ านวนเต็มเกาส์เซียน จะกล่าวว่า 𝛼 หาร 𝛽 ลงตัว เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 𝛼|𝛽 ถ้ามีจ านวน
เต็มเกาส์เซียน 𝛿 ซึ่งท าให้ 𝛽 = 𝛼𝛿 และกล่าวว่า 𝛼 คอนกรูเอนซ์กับ 𝛽 มอดุโล 𝛾 เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 𝛼 ≡ β(mod 𝛾) 
ถ้า 𝛾|(𝛼 − 𝛽) ดังนั้นจึงสามารถหาระบบส่วนตกค้างบริบูรณ์ (Complete Residue System) ของจ านวนเต็มเกาส์เซียนได้ 
 
บทนิ ยาม  1  (Pollard and Diamond, 1975) ให้  𝛾 ≠ 0, 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 เ ป็ นจ านวน เต็ ม เ กาส์ เ ซี ยน  จะกล่ า วว่ า 
{𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛} เป็นระบบส่วนตกค้างบริบูรณ์ มอดุโล 𝛾 เมื่อ 2 เงื่อนไขต่อไปนี้เป็นจริง 
 1. ส าหรับทุกจ านวนเต็มเกาส์เซียน 𝛽 จะมี 𝛼𝑖 ∈ {𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛} ซึ่งท าให้ 𝛽 ≡ 𝛼𝑖(mod 𝛾) 
 2. ส าหรับทุก 𝛼𝑖 , 𝛼𝑗 ∈ {𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛} ถ้า 𝛼𝑖 ≡ 𝛼𝑗(mod 𝛾) แล้ว 𝛼𝑖 = 𝛼𝑗 
 
 ระบบส่วนตกค้างบริบูรณ์ของจ านวนเต็มเกาส์เซียนเป็นพื้นฐานที่ส าคัญในการศึกษาความรู้ต่างๆ อาทิ ระบบจ านวน 
(Number System) ซึ่งสามารถน าไปประยุกต์ใช้ในการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร์ โดยระบบจ านวนในท่ีนี้ถูกนิยามดังนี ้ 
 
บทนิยาม 2 (Katai and Szabo, 1975) ให ้ 𝛾 ≠ 0 เป็นจ านวนเต็มเกาส์เซียน และ 𝑈 เป็นระบบส่วนตกค้างบริบูรณ ์มอดุโล 𝛾 

จะเรียก (𝛾, 𝑈) ว่าระบบจ านวน เมื่อทุกจ านวนเต็มเกาส์เซียน 𝛼 สามารถเขียนอยู่ในรูป 𝛼 = 𝑢0 + 𝑢1𝛾 + 𝑢2𝛾2 + ⋯ +

𝑢𝑘𝛾𝑘 ได้เพียงแบบเดียวเท่าน้ัน โดยที่ 𝑢0, 𝑢1, … , 𝑢𝑘 ∈ 𝑈 
 
 ด้วยเหตุนี้จึงมีผู้สนใจศึกษาสมบัติและลักษณะของสมาชิกที่อยู่ในระบบส่วนตกค้างบริบูรณ์ของจ านวนเต็มเกาส์เซียน 
เช่น Jordan and Potratz (1965) ได้ค้นพบ 4 ตัวแทน (Representation) ของระบบส่วนตกค้างบริบูรณ์ของจ านวนเต็มเกาส์
เซียน ต่อมา Hardman and Jordan (1967) ได้ค้นพบระบบส่วนตกค้างบริบูรณ์ของจ านวนเต็มเกาส์เซียนที่มีขนาดเล็กที่สุด 
และ Tadee et al. (2017) ได้ศึกษาระบบส่วนตกค้างบริบูรณ์ในฟีลด์ก าลังสอง (Quadratic Field) ซึ่งครอบคลุมจ านวนเต็ม
เกาส์เซียนด้วย (โดยในที่นี้จะพิจารณาเฉพาะระบบส่วนตกค้างบริบูรณ์ในจ านวนเต็มเกาส์เซียน) และได้ค้นพบ 3 ตัวแทนของ
ระบบดังกล่าวซึ่งแตกต่างจากท่ี Jordan and Potratz (1965) ค้นพบ ดังนี ้ 
 
ก าหนดสัญลักษณ ์
CRS(𝛾) แทน ระบบส่วนตกค้างบริบูรณ์ (Complete Residue System) มอดุโล 𝛾 

ℤ = {… , −3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, … } เป็นเซตของจ านวนเต็ม 
ℤ[𝑖] = {𝑥 + 𝑦𝑖| 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ} เป็นจ านวนเต็มเกาส์เซียน 
(𝑥, 𝑦) จะเรียกว่า จุดแลตทิซ (Lattice Point) เมื่อ 𝑥 + 𝑦𝑖 ∈ ℤ[𝑖] 

 
ทฤษฎีบท 1 (Tadee et al. , 2017) ให้ 𝛾 = 𝑎 + 𝑏𝑖 ∈ ℤ[𝑖] − {0} จะได้ว่า  
ถ้า 𝑑 = gcd(𝑎, 𝑏) ซึ่งท าให้ 𝛾 = 𝑑(𝑎1 + 𝑏1𝑖) เมื่อ 𝑎1, 𝑏1 ∈ ℤ และ gcd(𝑎1, 𝑏1) = 1  

แล้ว {𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑑(𝑎1
2 + 𝑏1

2) − 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑 − 1} เป็น CRS(𝛾) 
 
ทฤษฎีบท 2 (Tadee et al. , 2017) ให้ 𝛾 ∈ ℤ[𝑖] − {0} และ  𝑉1 เป็นเซตของจุดแลตทิซที่อยู่ภายในรูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน 
𝐴𝐵𝐶𝐷 โดยมีจุดยอดดังนี้ 

𝐴 =
𝛾

2
(1 + 𝑖), 𝐵 =

𝛾

2
(1 − 𝑖), 𝐶 =

𝛾

2
(−1 − 𝑖), 𝐷 =

𝛾

2
(−1 + 𝑖) 

และให้ 𝑉2 เป็นเซตของจุดแลตทิซที่อยู่บนส่วนของเส้นตรง 𝐵𝐶 และ 𝐶𝐷 ที่ไม่ใช่จุดยอด 𝐵 และ 𝐷 แต่อาจจะมีจุด 𝐶 ถ้า
 𝐶 ∈ ℤ[𝑖] จะได้ว่า 𝑉 = 𝑉1 ∪ 𝑉2 เป็น CRS(𝛾) 
 
ทฤษฎีบท 3 (Tadee et al. , 2017) ให้ 𝛾 ∈ ℤ[𝑖] − {0} และ  𝑊1 เป็นเซตของจุดแลตทิซที่อยู่ภายในรูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน 
𝐸𝐹𝐺𝐻 โดยมีจุดยอดดังนี้ 

𝐸 =
𝛾

2
, 𝐹 = 𝛾 (

1

2
+ 𝑖) , 𝐺 = −

𝛾

2
, 𝐻 = 𝛾 (−

1

2
− 𝑖) 
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และให้ 𝑊2 เป็นเซตของจุดแลตทิซที่อยู่บนส่วนของเส้นตรง 𝐺𝐻 และ 𝐸𝐻 ที่ไม่ใช่จุดยอด 𝐸 และ 𝐺 แต่อาจจะมีจุด 𝐻 ถ้า
 𝐻 ∈ ℤ[𝑖] จะได้ว่า 𝑊 = 𝑊1 ∪ 𝑊2 เป็น CRS(𝛾) 
 
 จะเห็นได้ว่าในทฤษฎีบท 1 เราสามารถหาสมาชิกของระบบส่วนตกค้างบริบูรณ์ได้ไม่ยากนัก แต่ในทฤษฎีบท 2 และ 3  
มีความยากในการหาสมาชิกของระบบดังกล่าว ดังนั้น Tadee (2021) ได้ศึกษาและหารูปแบบสมาชิกของระบบส่วนตกค้าง
บริบูรณ์ในทฤษฎีบท 3 พบว่า 
 
ทฤษฎีบท 4 (Tadee, 2021) ให้ 𝛾 = 𝑎 + 𝑏𝑖 ∈ ℤ[𝑖] − {0} และ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก จะได้ว่า 
1.1 ถ้า 𝑎 = 2𝑛 และ 𝑏 = 0 แล้ว {(𝑛 − 𝑘) + (𝑙 − 𝑘 − 1)𝑖 | 𝑘, 𝑙 ∈ {1,2,3, … ,2𝑛}} เป็น CRS(𝛾) 
1.2 ถ้า 𝑎 = −2𝑛 และ 𝑏 = 0 แล้ว {(𝑛 − 𝑘 + 1) + (𝑙 − 𝑘 + 1)𝑖 | 𝑘, 𝑙 ∈ {1,2,3, … ,2𝑛}} เป็น CRS(𝛾) 
1.3 ถ้า 𝑎 = 2𝑛 − 1 และ 𝑏 = 0 แล้ว {(𝑛 − 𝑘) + (𝑙 − 𝑘)𝑖 | 𝑘, 𝑙 ∈ {1,2,3, … ,2𝑛 − 1}} เป็น CRS(𝛾) 
1.4 ถ้า 𝑎 = −2𝑛 + 1 และ 𝑏 = 0 แล้ว {(𝑛 − 𝑘) + (𝑙 − 𝑘)𝑖 | 𝑘, 𝑙 ∈ {1,2,3, … ,2𝑛 − 1}} เป็น CRS(𝛾) 
1.5 ถ้า 𝑎 = 2𝑛 และ 𝑏 = 2𝑛 แล้ว 
{(𝑛 − 𝑘 + 1) + (𝑙 + 𝑘 − 3𝑛 − 2)𝑖 | 𝑘 ∈ {1,2,3, … ,2𝑛}, 𝑙 ∈ {1,2,3, … ,4𝑛}} เป็น CRS(𝛾) 
1.6 ถ้า 𝑎 = −2𝑛 และ 𝑏 = −2𝑛 แล้ว 
{(𝑛 − 𝑘) + (𝑙 + 𝑘 − 3𝑛)𝑖 | 𝑘 ∈ {1,2,3, … ,2𝑛}, 𝑙 ∈ {1,2,3, … ,4𝑛}} เป็น CRS(𝛾) 
1.7 ถ้า 𝑎 = 2𝑛 − 1 และ 𝑏 = 2𝑛 − 1 แล้ว 
{(𝑛 − 𝑘) + (𝑙 + 𝑘 − 3𝑛)𝑖 | 𝑘 ∈ {1,2,3, … ,2𝑛 − 1}, 𝑙 ∈ {1,2,3, … ,4𝑛 − 2}} เป็น CRS(𝛾) 
1.8 ถ้า 𝑎 = −2𝑛 + 1 และ 𝑏 = −2𝑛 + 1 แล้ว 
{(𝑛 − 𝑘) + (𝑙 + 𝑘 − 3𝑛 + 1)𝑖 | 𝑘 ∈ {1,2,3, … ,2𝑛 − 1}, 𝑙 ∈ {1,2,3, … ,4𝑛 − 2}} เป็น CRS(𝛾) 
  
วัตถุประสงค์การวิจัย  
 เพื่อศึกษาสมาชิกในระบบส่วนตกค้างบริบูรณ์ของจ านวนเต็มเกาสเ์ซียนในทฤษฎีบท 2 
 
วิธีด าเนินการวิจัย  
 การหาสมาชิกของระบบส่วนตกค้างบริบูรณ์ในทฤษฎีบท 2 ซึ่งหมายถึงการหาสมาชิกของเซต 𝑉 ในทฤษฎีบท 2 
นั้นเอง โดยหาได้ดังนี้ 
 
ทฤษฎีบท 5 ให้ 𝛾 = 𝑎 + 𝑏𝑖 ∈ ℤ[𝑖] − {0} และ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก จะได้ว่า 
1.1 ถ้า 𝑎 = 𝑛 และ 𝑏 = 0 แล้ว {𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, − 

𝑛

2
≤ 𝑥 <

𝑛

2
, − 

𝑛

2
≤ 𝑦 <

𝑛

2
 } เป็น CRS(𝛾) 

1.2 ถ้า 𝑎 = −𝑛 และ 𝑏 = 0 แล้ว {𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, − 
𝑛

2
< 𝑥 ≤

𝑛

2
, − 

𝑛

2
< 𝑦 ≤

𝑛

2
 } เป็น CRS(𝛾) 

1.3 ถ้า 𝑎 = 0 และ 𝑏 = 𝑛 แล้ว {𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, − 
𝑛

2
< 𝑥 ≤

𝑛

2
, − 

𝑛

2
≤ 𝑦 <

𝑛

2
 } เป็น CRS(𝛾) 

1.4 ถ้า 𝑎 = 0 และ 𝑏 = −𝑛 แล้ว {𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, − 
𝑛

2
≤ 𝑥 <

𝑛

2
, − 

𝑛

2
< 𝑦 ≤

𝑛

2
 } เป็น CRS(𝛾) 

1.5 ถ้า 𝑎 = 𝑛 และ 𝑏 = 𝑛 แล้ว {𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, −𝑛 < 𝑥 < 𝑛, |𝑥| −  𝑛 ≤ 𝑦 < −|𝑥| + 𝑛 } เป็น CRS(𝛾) 
1.6 ถ้า 𝑎 = −𝑛 และ 𝑏 = −𝑛 แล้ว {𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, −𝑛 < 𝑥 < 𝑛, |𝑥| −  𝑛 < 𝑦 ≤ −|𝑥| + 𝑛 } เป็น CRS(𝛾) 
1.7 ถ้า 𝑎 = −𝑛 และ 𝑏 = 𝑛 แล้ว {𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, −𝑛 < 𝑦 < 𝑛, |𝑦| −  𝑛 < 𝑥 ≤ −|𝑦| + 𝑛 } เป็น CRS(𝛾) 
1.8 ถ้า 𝑎 = 𝑛 และ 𝑏 = −𝑛 แล้ว {𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, −𝑛 < 𝑦 < 𝑛, |𝑦| −  𝑛 ≤ 𝑥 < −|𝑦| + 𝑛 } เป็น CRS(𝛾) 
พิสูจน ์ ให้ 𝛾 = 𝑎 + 𝑏𝑖 ∈ ℤ[𝑖] − {0} และจากทฤษฎีบท 2 จะได้ว่า 

𝐴 =
𝛾

2
(1 + 𝑖) = (

𝑎 − 𝑏

2
) + (

𝑎 + 𝑏

2
) 𝑖,                 𝐵 =

𝛾

2
(1 − 𝑖) = (

𝑎 + 𝑏

2
) + (

−𝑎 + 𝑏

2
) 𝑖, 

 

𝐶 =
𝛾

2
(−1 − 𝑖) = (

−𝑎 + 𝑏

2
) + (

−𝑎 − 𝑏

2
) 𝑖,       𝐷 =

𝛾

2
(−1 + 𝑖) = (

−𝑎 − 𝑏

2
) + (

𝑎 − 𝑏

2
) 𝑖 

                   
 1.1 ให้ 𝑎 = 𝑛 และ 𝑏 = 0 จากทฤษฎีบท 2 จะได้ว่า  𝑉1 เป็นเซตของจุดแลตทิซที่อยู่ภายในรูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน 
𝐴𝐵𝐶𝐷 โดยมีจุดยอดดังนี้ 
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𝐴 =
𝑛

2
+

𝑛

2
𝑖, 𝐵 =

𝑛

2
−

𝑛

2
𝑖, 𝐶 = −

𝑛

2
−

𝑛

2
𝑖, 𝐷 = −

𝑛

2
+

𝑛

2
𝑖 

และให้ 𝑉2 เป็นเซตของจุดแลตทิซที่อยู่บนส่วนของเส้นตรง 𝐵𝐶 และ 𝐶𝐷 ที่ไม่ใช่จุดยอด 𝐵 และ 𝐷 แต่อาจจะมีจุด 𝐶 ถ้า
 𝐶 ∈ ℤ[𝑖] จะได้ว่า 𝑉 = 𝑉1 ∪ 𝑉2 เป็น CRS(𝛾) 
พิจารณารูปสีเ่หลีย่มดา้นขนาน 𝐴𝐵𝐶𝐷 

 
ภาพที่ 1 รูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน 𝐴𝐵𝐶𝐷 (กรณีที ่𝑎 = 𝑛 และ 𝑏 = 0) 

 
เพราะฉะนั้น 𝑉 = {𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, − 

𝑛

2
≤ 𝑥 <

𝑛

2
, − 

𝑛

2
≤ 𝑦 <

𝑛

2
 } 

  
 1.2 ให้ 𝑎 = −𝑛 และ 𝑏 = 0 จากทฤษฎีบท 2 จะได้ว่า  𝑉1 เป็นเซตของจุดแลตทิซที่อยู่ภายในรูปสี่เหลี่ยมด้าน
ขนาน 𝐴𝐵𝐶𝐷 โดยมีจุดยอดดังนี้ 

𝐴 = −
𝑛

2
−

𝑛

2
𝑖, 𝐵 = −

𝑛

2
+

𝑛

2
𝑖, 𝐶 =

𝑛

2
+

𝑛

2
𝑖, 𝐷 =

𝑛

2
−

𝑛

2
𝑖 

และให้ 𝑉2 เป็นเซตของจุดแลตทิซที่อยู่บนส่วนของเส้นตรง 𝐵𝐶 และ 𝐶𝐷 ที่ไม่ใช่จุดยอด 𝐵 และ 𝐷 แต่อาจจะมีจุด 𝐶 ถ้า
 𝐶 ∈ ℤ[𝑖] จะได้ว่า 𝑉 = 𝑉1 ∪ 𝑉2 เป็น CRS(𝛾) 
พิจารณารูปสีเ่หลีย่มดา้นขนาน 𝐴𝐵𝐶𝐷 

 
ภาพที่ 2 รูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน 𝐴𝐵𝐶𝐷 (กรณีที ่𝑎 = −𝑛 และ 𝑏 = 0) 

เพราะฉะนั้น 𝑉 = {𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, − 
𝑛

2
< 𝑥 ≤

𝑛

2
, − 

𝑛

2
< 𝑦 ≤

𝑛

2
 } 

 1.3 ให้ 𝑎 = 0 และ 𝑏 = 𝑛 จากทฤษฎีบท 2 จะได้ว่า  𝑉1 เป็นเซตของจุดแลตทิซที่อยู่ภายในรูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน 
𝐴𝐵𝐶𝐷 โดยมีจุดยอดดังนี้ 

𝐴 = −
𝑛

2
+

𝑛

2
𝑖, 𝐵 =

𝑛

2
+

𝑛

2
𝑖, 𝐶 =

𝑛

2
−

𝑛

2
𝑖, 𝐷 = −

𝑛

2
−

𝑛

2
𝑖 

และให้ 𝑉2 เป็นเซตของจุดแลตทิซที่อยู่บนส่วนของเส้นตรง 𝐵𝐶 และ 𝐶𝐷 ที่ไม่ใช่จุดยอด 𝐵 และ 𝐷 แต่อาจจะมีจุด 𝐶 ถ้า
 𝐶 ∈ ℤ[𝑖] จะได้ว่า 𝑉 = 𝑉1 ∪ 𝑉2 เป็น CRS(𝛾) 
พิจารณารูปสีเ่หลีย่มดา้นขนาน 𝐴𝐵𝐶𝐷 
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ภาพที่ 3 รูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน 𝐴𝐵𝐶𝐷 (กรณีที ่𝑎 = 0 และ 𝑏 = 𝑛) 

 
เพราะฉะนั้น 𝑉 = {𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, − 

𝑛

2
< 𝑥 ≤

𝑛

2
, − 

𝑛

2
≤ 𝑦 <

𝑛

2
 } 

 
 1.4 ให้ 𝑎 = 0 และ 𝑏 = −𝑛 จากทฤษฎีบท 2 จะได้ว่า  𝑉1 เป็นเซตของจุดแลตทิซที่อยู่ภายในรูปสี่เหลี่ยมด้าน
ขนาน 𝐴𝐵𝐶𝐷 โดยมีจุดยอดดังนี้ 

𝐴 =
𝑛

2
−

𝑛

2
𝑖, 𝐵 = −

𝑛

2
−

𝑛

2
𝑖, 𝐶 = −

𝑛

2
+

𝑛

2
𝑖, 𝐷 =

𝑛

2
+

𝑛

2
𝑖 

และให้ 𝑉2 เป็นเซตของจุดแลตทิซที่อยู่บนส่วนของเส้นตรง 𝐵𝐶 และ 𝐶𝐷 ที่ไม่ใช่จุดยอด 𝐵 และ 𝐷 แต่อาจจะมีจุด 𝐶 ถ้า
 𝐶 ∈ ℤ[𝑖] จะได้ว่า 𝑉 = 𝑉1 ∪ 𝑉2 เป็น CRS(𝛾) 
พิจารณารูปสีเ่หลีย่มดา้นขนาน 𝐴𝐵𝐶𝐷 

 
ภาพที่ 4 รูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน 𝐴𝐵𝐶𝐷 (กรณีที ่𝑎 = 0 และ 𝑏 = −𝑛) 

 
เพราะฉะนั้น 𝑉 = {𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, − 

𝑛

2
≤ 𝑥 <

𝑛

2
, − 

𝑛

2
< 𝑦 ≤

𝑛

2
 } 

 
 1.5 ให้ 𝑎 = 𝑛 และ 𝑏 = 𝑛 จากทฤษฎีบท 2 จะได้ว่า  𝑉1 เป็นเซตของจุดแลตทิซที่อยู่ภายในรูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน 
𝐴𝐵𝐶𝐷 โดยมีจุดยอดดังนี้ 

𝐴 = 𝑛𝑖, 𝐵 = 𝑛, 𝐶 = −𝑛𝑖, 𝐷 = −𝑛 
และให้ 𝑉2 เป็นเซตของจุดแลตทิซที่อยู่บนส่วนของเส้นตรง 𝐵𝐶 และ 𝐶𝐷 ที่ไม่ใช่จุดยอด 𝐵 และ 𝐷 แต่อาจจะมีจุด 𝐶 ถ้า
 𝐶 ∈ ℤ[𝑖] จะได้ว่า 𝑉 = 𝑉1 ∪ 𝑉2 เป็น CRS(𝛾) 
พิจารณารูปสีเ่หลีย่มดา้นขนาน 𝐴𝐵𝐶𝐷 
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ภาพที่ 5 รูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน 𝐴𝐵𝐶𝐷 (กรณีที ่𝑎 = 𝑛 และ 𝑏 = 𝑛) 

 
จะได้ว่า ถ้า 0 ≤ 𝑥 < 𝑛 แล้ว 𝑥 −  𝑛 ≤ 𝑦 < −𝑥 + 𝑛 และ ถ้า −𝑛 < 𝑥 < 0 แล้ว  −𝑥 −  𝑛 ≤ 𝑦 < 𝑥 + 𝑛 
เพราะฉะนั้น  𝑉 = {𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, −𝑛 < 𝑥 < 𝑛, |𝑥| −  𝑛 ≤ 𝑦 < −|𝑥| + 𝑛 } 
 
 1.6 ให้ 𝑎 = −𝑛 และ 𝑏 = −𝑛 จากทฤษฎีบท 2 จะได้ว่า  𝑉1 เป็นเซตของจุดแลตทิซที่อยู่ภายในรูปสี่เหลี่ยมด้าน
ขนาน 𝐴𝐵𝐶𝐷 โดยมีจุดยอดดังนี้ 

𝐴 = −𝑛𝑖, 𝐵 = −𝑛, 𝐶 = 𝑛𝑖, 𝐷 = 𝑛 
และให้ 𝑉2 เป็นเซตของจุดแลตทิซที่อยู่บนส่วนของเส้นตรง 𝐵𝐶 และ 𝐶𝐷 ที่ไม่ใช่จุดยอด 𝐵 และ 𝐷 แต่อาจจะมีจุด 𝐶 ถ้า
 𝐶 ∈ ℤ[𝑖] จะได้ว่า 𝑉 = 𝑉1 ∪ 𝑉2 เป็น CRS(𝛾) 
พิจารณารูปสีเ่หลีย่มดา้นขนาน 𝐴𝐵𝐶𝐷 

 
ภาพที่ 6 รูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน 𝐴𝐵𝐶𝐷 (กรณีที ่𝑎 = −𝑛 และ 𝑏 = −𝑛) 

 
จะได้ว่า ถ้า 0 ≤ 𝑥 < 𝑛 แล้ว 𝑥 −  𝑛 < 𝑦 ≤ −𝑥 + 𝑛 และ ถ้า −𝑛 < 𝑥 < 0 แล้ว  −𝑥 −  𝑛 < 𝑦 ≤ 𝑥 + 𝑛 
เพราะฉะนั้น  𝑉 = {𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, −𝑛 < 𝑥 < 𝑛, |𝑥| −  𝑛 < 𝑦 ≤ −|𝑥| + 𝑛 } 
 
 1.7 ให้ 𝑎 = −𝑛 และ 𝑏 = 𝑛 จากทฤษฎีบท 2 จะได้ว่า  𝑉1 เป็นเซตของจุดแลตทิซที่อยู่ภายในรูปสี่เหลี่ยมด้าน
ขนาน 𝐴𝐵𝐶𝐷 โดยมีจุดยอดดังนี้ 

𝐴 = −𝑛, 𝐵 = 𝑛𝑖, 𝐶 = 𝑛, 𝐷 = −𝑛𝑖 
และให้ 𝑉2 เป็นเซตของจุดแลตทิซที่อยู่บนส่วนของเส้นตรง 𝐵𝐶 และ 𝐶𝐷 ที่ไม่ใช่จุดยอด 𝐵 และ 𝐷 แต่อาจจะมีจุด 𝐶 ถ้า
 𝐶 ∈ ℤ[𝑖] จะได้ว่า 𝑉 = 𝑉1 ∪ 𝑉2 เป็น CRS(𝛾) 
พิจารณารูปสีเ่หลีย่มดา้นขนาน 𝐴𝐵𝐶𝐷 



256 | Journal of Science and Science Education Vol. 5 No. 2 (Jul – Dec 2022) 

Copyright by Faculty of Science, Ubon Ratchathani University 

 
ภาพที่ 7 รูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน 𝐴𝐵𝐶𝐷 (กรณีที ่𝑎 = −𝑛 และ 𝑏 = 𝑛) 

 
จะได้ว่า ถ้า 0 ≤ 𝑦 < 𝑛 แล้ว 𝑦 −  𝑛 < 𝑥 ≤ −𝑦 + 𝑛 และ ถ้า −𝑛 < 𝑦 < 0 แล้ว  −𝑦 −  𝑛 < 𝑥 ≤ 𝑦 + 𝑛 
เพราะฉะนั้น  𝑉 = {𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, −𝑛 < 𝑦 < 𝑛, |𝑦| −  𝑛 < 𝑥 ≤ −|𝑦| + 𝑛 } 
 
 1.8 ให้ 𝑎 = 𝑛 และ 𝑏 = −𝑛 จากทฤษฎีบท 2 จะได้ว่า  𝑉1 เป็นเซตของจุดแลตทิซที่อยู่ภายในรูปสี่เหลี่ยมด้าน
ขนาน 𝐴𝐵𝐶𝐷 โดยมีจุดยอดดังนี้ 

𝐴 = 𝑛, 𝐵 = −𝑛𝑖, 𝐶 = −𝑛, 𝐷 = 𝑛𝑖 
และให้ 𝑉2 เป็นเซตของจุดแลตทิซที่อยู่บนส่วนของเส้นตรง 𝐵𝐶 และ 𝐶𝐷 ที่ไม่ใช่จุดยอด 𝐵 และ 𝐷 แต่อาจจะมีจุด 𝐶 ถ้า
 𝐶 ∈ ℤ[𝑖] จะได้ว่า 𝑉 = 𝑉1 ∪ 𝑉2 เป็น CRS(𝛾) 
พิจารณารูปสีเ่หลีย่มดา้นขนาน 𝐴𝐵𝐶𝐷 

 
ภาพที่ 8 รูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน 𝐴𝐵𝐶𝐷 (กรณีที ่𝑎 = 𝑛 และ 𝑏 = −𝑛) 

 
จะได้ว่า ถ้า 0 ≤ 𝑦 < 𝑛 แล้ว 𝑦 −  𝑛 ≤ 𝑥 < −𝑦 + 𝑛 และ ถ้า −𝑛 < 𝑦 < 0 แล้ว  −𝑦 −  𝑛 ≤ 𝑥 < 𝑦 + 𝑛 
เพราะฉะนั้น  𝑉 = {𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, −𝑛 < 𝑦 < 𝑛, |𝑦| −  𝑛 ≤ 𝑥 < −|𝑦| + 𝑛 } 
 
ตัวอย่าง 1 ให้ 𝑎 = 4 และ 𝑏 = 0 จากทฤษฎีบท 5 (1.1) สามารถเขียนแจกแจงสมาชิกทั้งหมดของ
{𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, − 2 ≤ 𝑥 < 2, − 2 ≤ 𝑦 < 2 } ซึ่งเป็น CRS(𝛾 = 4) ได้ตามตารางนี้ 
 

𝑥 𝑦 
−2 −1 0 1 

−2 −2 − 2𝑖 −2 − 𝑖 −2 −2 + 𝑖 
−1 −1 − 2𝑖 −1 − 𝑖 −1 −1 + 𝑖 
0 −2𝑖 −𝑖 0 𝑖 
1 1 − 2𝑖 1 − 𝑖 1 1 + 𝑖 
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ตัวอย่าง 2 ให้ 𝑎 = −4 และ 𝑏 = 0 จากทฤษฎีบท 5 (1.2) สามารถเขียนแจกแจงสมาชิกทั้งหมดของ
{𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, − 2 < 𝑥 ≤ 2, − 2 < 𝑦 ≤ 2 } ซึ่งเป็น CRS(𝛾 = −4) ได้ตามตารางนี้ 
 

𝑥 𝑦 
−1 0 1 2 

−1 −1 − 𝑖 −1 −1 + 𝑖 −1 + 2𝑖 
0 −𝑖 0 𝑖 2𝑖 
1 1 − 𝑖 1 1 + 𝑖 1 + 2𝑖 
2 2 − 𝑖 2 2 + 𝑖 2 + 2𝑖 

 
ตัวอย่าง 3 ให้ 𝑎 = 0 และ 𝑏 = 4 จากทฤษฎีบท 5 (1.3) สามารถเขียนแจกแจงสมาชิกทั้งหมดของ 
{𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, − 2 < 𝑥 ≤ 2, − 2 ≤ 𝑦 < 2 } ซึ่งเป็น CRS(𝛾 = 4𝑖) ได้ตามตารางนี้ 
 

𝑥 𝑦 
−2 −1 0 1 

−1 −1 − 2𝑖 −1 − 𝑖 −1 −1 + 𝑖 
0 −2𝑖 −𝑖 0 𝑖 
1 1 − 2𝑖 1 − 𝑖 1 1 + 𝑖 
2 2 − 2𝑖 2 − 𝑖 2 2 + 𝑖 

 
ตัวอย่าง 4 ให้ 𝑎 = 0 และ 𝑏 = −4 จากทฤษฎีบท 5 (1.4) สามารถเขียนแจกแจงสมาชิกทั้งหมดของ 
{𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, − 2 ≤ 𝑥 < 2, − 2 < 𝑦 ≤ 2 } ซึ่งเป็น CRS(𝛾 = −4𝑖) ได้ตามตารางนี้ 
 

𝑥 𝑦 
−1 0 1 2 

−2 −2 − 𝑖 −2 −2 + 𝑖 −2 + 2𝑖 
−1 −1 − 𝑖 −1 −1 + 𝑖 −1 + 2𝑖 
0 −𝑖 0 𝑖 2𝑖 
1 1 − 𝑖 1 1 + 𝑖 1 + 2𝑖 

 
ตัวอย่าง 5 ให้ 𝑎 = 2 และ 𝑏 = 2 จากทฤษฎีบท 5 (1.5) สามารถเขียนแจกแจงสมาชิกทั้งหมดของ 
{𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, −2 < 𝑥 < 2, |𝑥| −  2 ≤ 𝑦 < −|𝑥| + 2 } ซึ่งเป็น CRS(𝛾 = 2 + 2𝑖) ได้ตามตารางนี ้
 

𝑥 𝑦 
−2 −1 0 1 

−1  −1 − 𝑖 −1  
0 −2𝑖 −𝑖 0 𝑖 
1  1 − 𝑖 1  

 
ตัวอย่าง 6 ให้ 𝑎 = −2 และ 𝑏 = −2 จากทฤษฎีบท 5 (1.6) สามารถเขียนแจกแจงสมาชิกทั้งหมดของ 
{𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, −2 < 𝑥 < 2, |𝑥| −  2 < 𝑦 ≤ −|𝑥| + 2 } ซึ่งเป็น CRS(𝛾 = −2 − 2𝑖) ได้ตามตารางนี ้
 

𝑥 𝑦 
−1 0 1 2 

−1  −1 −1 + 𝑖  
0 −𝑖 0 𝑖 2𝑖 
1  1 1 + 𝑖  
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ตัวอย่าง 7 ให้ 𝑎 = −2 และ 𝑏 = 2 จากทฤษฎีบท 5 (1.7) สามารถเขียนแจกแจงสมาชิกทั้งหมดของ 
{𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, −2 < 𝑦 < 2, |𝑦| −  2 < 𝑥 ≤ −|𝑦| + 2 } ซึ่งเป็น CRS(𝛾 = −2 + 2𝑖) ได้ตามตารางนี ้
 

𝑥 𝑦 
−1 0 1 

−1  −1  
0 −𝑖 0 𝑖 
1 1 − 𝑖 1 1 + 𝑖 
2  2  

 
ตัวอย่าง 8 ให้ 𝑎 = 2 และ 𝑏 = −2 จากทฤษฎีบท 5 (1.8) สามารถเขียนแจกแจงสมาชิกทั้งหมดของ 
{𝑥 + 𝑦𝑖 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, −2 < 𝑦 < 2, |𝑦| −  2 ≤ 𝑥 < −|𝑦| + 2 } ซึ่งเป็น CRS(𝛾 = 2 − 2𝑖) ได้ตามตารางนี ้
 

𝑥 𝑦 
−1 0 1 

−2  −2  
−1 −1 − 𝑖 −1 −1 + 𝑖 
0 −𝑖 0 𝑖 
1  1  

 
ผลการวิจัยและอภิปรายผล  
 ในงานวิจัยนี้ได้ศึกษาระบบส่วนตกค้างบริบูรณ์ของจ านวนเต็มเกาส์เซียนในทฤษฎีบท 2 ดังปรากฎในทฤษฎีบท 5 แต่
อย่างไรก็ตามระบบส่วนตกค้างบริบูรณ์ที่พบยังไม่ใช่ระบบทั้งหมดในทฤษฎีบท 2 เพราะยังขาดบางกรณี เช่น กรณีที่ 𝑎 ≠ 0, 
𝑏 ≠ 0 และ |𝑎| ≠ |𝑏| เป็นต้น ดังน้ันจึงเป็นสิ่งที่น่าสนใจในการศึกษาต่อไป 
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