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บทคัดย่อ 

 
 ในงานวิจัยนี้ แสดงว่า ผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛2𝑥  + 2𝑦 = 𝑧2  
เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวกคี่ อยู่ในรูป 
                             (𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {(1, 𝑎, 3, 3)|𝑎 ∈ ℤ, 𝑎 ≥ 0} ∪ {(𝑏, 0, 3, 3)|𝑏 ∈ ℤ, 𝑏 > 1} ∪
                                                     {(2𝑐−2 − 1, 1, 𝑐, 2𝑐−2 + 1)  |𝑐 ∈ ℤ, 𝑐 > 3}  
และผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไมเ่ป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛2𝑥 − 2𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเตม็บวกคี่  
อยู่ในรูป  
                            (𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {(1, 𝑑, 0, 0)| 𝑑 ∈ ℤ, 𝑑 ≥ 0} ∪ {(𝑒, 0, 0, 0)| 𝑒 ∈ ℤ, 𝑒 > 1} ∪

                                                    {(2𝑓−2 + 1, 1, 𝑓, 2𝑓−2 − 1)  | 𝑓 ∈ ℤ, 𝑓 > 3} ∪ {(3, 1, 3, 1), (3,2,5,7)}. 
 
ค าส าคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์ ผลเฉลยที่เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
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Abstract 
 

In this paper, we show that all non-negative integer solutions of the Diophantine equation 𝑛2𝑥  +

2𝑦 = 𝑧2 where 𝑛 is an odd positive integer, are of the following form 
.                             (𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {(1, 𝑎, 3, 3)|𝑎 ∈ ℤ, 𝑎 ≥ 0} ∪ {(𝑏, 0, 3, 3)|𝑏 ∈ ℤ, 𝑏 > 1} ∪

                                                      {(2𝑐−2 − 1, 1, 𝑐, 2𝑐−2 + 1)  |𝑐 ∈ ℤ, 𝑐 > 3}. 
All non-negative integer solutions of the Diophantine equation 𝑛2𝑥 − 2𝑦 = 𝑧2 where 𝑛 is an odd positive 
integer, are of the following form 
.                            (𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {(1, 𝑑, 0, 0)| 𝑑 ∈ ℤ, 𝑑 ≥ 0} ∪ {(𝑒, 0, 0, 0)| 𝑒 ∈ ℤ, 𝑒 > 1} ∪

                                                     {(2𝑓−2 + 1, 1, 𝑓, 2𝑓−2 − 1)  | 𝑓 ∈ ℤ, 𝑓 > 3} ∪ {(3, 1, 3, 1), (3,2,5,7)}. 
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บทน า 
  สมการไดโอแฟนไทน์ (Diophantine Equation) เป็นอีกสมการหนึ่งที่สามารถน าไปประยุกต์ใช้แก้ปัญหาต่างๆ ได้ 
(Dhurga, 2021; Anbuselvi and Sivasankari, 2019; Kaur and Sambhor, 2017) โดยสมการไดโอแฟนไทน์เป็นสมการพหุ
นาม (Polynomial Equation) ประเภทหนึ่งที่พิจารณาหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มเท่านั้น และสมการไดโอแฟนไทน์รูปแบบ
หนึ่งที่ได้รับความสนใจ คือ 
         𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑧2                      (1)  
 
เมื่อ 𝑎, 𝑏 เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑥, 𝑦, 𝑧, เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ตัวอย่างเช่น ในปี ค.ศ. 2007 Acu (2007) ได้พบว่าผล
เฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  2𝑥 + 5𝑦 = 𝑧2 มีเพียงสองผลเฉลยเท่านั้น คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈

{(3, 0, 3), (2, 1, 3)} และในปี ค.ศ. 2011 Suvarnamani et al. (2011) ได้พบว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 4𝑥 + 7𝑦 = 𝑧2 
และ 4𝑥 + 11𝑦 = 𝑧2 ไม่มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ต่อมา Chotchaisthit (2012) ได้แสดงว่าผลเฉลยทั้งหมดที่
เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  4𝑥 + 𝑝𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ อยู่ในรูป (𝑥, 𝑝, 𝑦, 𝑧) ∈

{(2, 3, 2, 5)} ∪ {(𝑟, 2𝑟+1 + 1,1, 2𝑟 + 1)|𝑟 ∈ ℕ ∪ {0}} ∪ {(𝑟, 2, 2𝑟 + 3,3 ∙ 2𝑟)|𝑟 ∈ ℕ ∪ {0}} และในปีถัดมา 
Chotchaisthit (2013) ได้แสดงว่า (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (3, 0, 3) เป็นผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียวของ
สมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥 + 11𝑦 = 𝑧2 และ Sroysang (2013) ได้พิสูจน์ว่า ผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการ 
ไดโอแฟนไทน์  2𝑥 + 3𝑦 = 𝑧2 มีเพียงสามผลเฉลยเท่านั้น คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {(0, 1, 2), (3, 0, 3), (4, 2, 5)} หลังจากนั้น 
Tanakan (2014) ได้พบว่า (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 3, 3) เป็นผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียวของสมการไดโอ
แฟนไทน์ 19𝑥 + 2𝑦 = 𝑧2 และ Qi and Li (2015) ได้ศึกษาผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มบวกของสมการไดโอแฟนไทน์ 
8𝑥 + 𝑝𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และในปี ค.ศ. 2016 Khan et al. (2016) ได้พบว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 
2𝑥 + 9𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {(3, 0, 3), (4,1,5)} และ 
Rabago (2016) ได้พบว่า (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {(3, 1, 5), (5,1,7), (6,1,9), (7,3,71), (9,1,23)} เป็นผลเฉลยทั้งหมดที่ เป็น
จ านวนเต็มบวกของสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥 + 17𝑦 = 𝑧2 นอกจากนี้  Puangjumpa (2016) ได้พบว่า (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈

{(3, 0, 3), (1,1,7)} เป็นผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥 + 47𝑦 = 𝑧2 และเมื่อ
ไม่นานมานี้ Burshtein (2018a) ได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์  22𝑥+1 + 72𝑛 = 𝑧2 เมื่อ 𝑥, 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑧 
เป็นจ านวนเต็มบวกคี่ พบว่าสมการดังกล่าวมีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มบวกเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑥, 𝑛, 𝑧) = (2, 1, 9) และ 
Burshtein (2018b) ได้ศึกษาผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มบวกของสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥 + 𝑝𝑦 = 𝑧2เมื่อ 𝑝 เป็น
จ านวนเฉพาะ  
 ผลงานวิจัยที่ได้ยกตัวอย่างมาข้างต้น สังเกตได้ว่าจะก าหนดให้  𝑎 และ 𝑏 ในสมการ (1) อยู่ในรูป 𝑝𝑘 เมื่อ 𝑝 เป็น
จ านวนเฉพาะ และ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวก ดังนั้น ในงานวิจัยนี้จะขยายผลให้กว้างขึ้น โดยที่ 𝑎 ไม่จ าเป็นต้องอยู่ในรูปดังกล่าว 
นอกจากน้ีจะศึกษาหาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ในรูปผลต่างด้วย 
 
วัตถุประสงค์การวิจัย  
 เพื่อศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛2𝑥  + 2𝑦 = 𝑧2 และ 𝑛2𝑥 − 2𝑦 = 𝑧2  
เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเตม็บวกคี ่
 
วิธีด าเนินการวิจัย  
 ในงานวิจัยนี้จะเริ่มจากการน าเสนอ 2 ทฤษฎีบทที่มีบทบาทส าคัญในการพิสูจน์ทฤษฎีบทหลักของงานวิจัย หลังจาก
นั้นจะศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛2𝑥  + 2𝑦 = 𝑧2 และ 𝑛2𝑥 − 2𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑛 
เป็นจ านวนเต็มบวกคี ่ตามล าดับ 
 
ทฤษฎีบท 1 (Mihailescu, 2004) สมการไดโอแฟนไทน์ 
          𝑎𝑥 − 𝑏𝑦 = 1                                                                   (2)  
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มบวกเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦) = (3, 2, 2, 3) เมื่อ 𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦 เป็นจ านวนเต็ม โดยที่ 
min{𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦} > 1 
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ทฤษฎีบท 2 (Tanakan, 2014) สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                1 + 2𝑦 = 𝑧2                                                                 (3) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เปน็ลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑦, 𝑧) = (3, 3) 
 
ทฤษฎีบท 3 ถ้า 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวกคี ่แล้ว สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                     𝑛2𝑥  + 2𝑦 = 𝑧2           (4) 
มีผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ คือ (𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶 
เมื่อ 𝐴 = {(1, 𝑎, 3, 3)|𝑎 ∈ ℤ, 𝑎 ≥ 0}, 𝐵 = {(𝑏, 0, 3, 3)|𝑏 ∈ ℤ, 𝑏 > 1} 
และ 𝐶 = {(2𝑐−2 − 1, 1, 𝑐, 2𝑐−2 + 1)  |𝑐 ∈ ℤ, 𝑐 > 3} 
พิสูจน์ สมมติว่า 𝑥, 𝑦, 𝑧 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบและเป็นผลเฉลยของ (4) ถ้า 𝑛 = 1 จาก (4) และทฤษฎีบท 2 จะได้ว่า 
(𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐴 และถ้า 𝑥 = 0 จาก (4) และทฤษฎีบท 2 จะได้ว่า (𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐵 ดังนั้นเหลือพิจารณากรณีที่ 𝑛 > 1 
และ 𝑥 > 0 จาก (4) จะได้ว่า  
    2𝑦 = 𝑧2 − 𝑛2𝑥 = (𝑧 − 𝑛𝑥)(𝑧 + 𝑛𝑥)          (5) 
ดังนั้นจะมีจ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ 𝑢 ที่ท าให ้
     𝑧 − 𝑛𝑥 = 2𝑢            (6) 
และ                𝑧 + 𝑛𝑥 = 2𝑦−𝑢                                                                  (7) 
จาก (6) และ (7) จะได้ว่า  𝑦 > 2𝑢 และ 
              2𝑛𝑥 = 2𝑢(2𝑦−2𝑢 − 1)                                                                           (8) 
จาก (8) และ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวกคี่ ดังนั้น 𝑢 = 1 ท าให้ 
      2𝑦−2 − 𝑛𝑥 = 1                                                                 (9) 
จาก (9) จะได้ว่า 𝑦 > 2 และถ้า 𝑦 = 3 จาก (9) จะได้ว่า 𝑛𝑥 = 1 และจาก 𝑛 > 1 ดังนั้น 𝑥 = 0 ซึ่งเป็นไปไมไ่ด้ เนื่องจาก 
𝑥 > 0 เพราะฉะนั้น 𝑦 > 3 และจาก 𝑛 > 1 ดังนั้น ถ้า 𝑥 > 1 แล้ว min{2, 𝑛, 𝑦 − 2, 𝑥} > 1 และจากทฤษฎีบท 1 จะได้
ว่า (9) ไม่มีผลเฉลย ดังนั้น 𝑥 ≤ 1 และจาก 𝑥 > 0 จะได้ว่า 𝑥 = 1 และจาก (9) ท าให้ 𝑛 = 2𝑦−2 − 1 และจาก (6) จะได้
ว่า 𝑧 = 2𝑦−2 + 1 เพราะฉะนั้น (𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐶       

ทฤษฎีบท 4 ถ้า 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวกคี่ แล้ว สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                     𝑛2𝑥 − 2𝑦 = 𝑧2                (10) 
มีผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ คือ (𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷 ∪ 𝐸 ∪ 𝐹 ∪ 𝐺 
เมื่อ 𝐷 = {(1, 𝑑, 0, 0)| 𝑑 ∈ ℤ, 𝑑 ≥ 0}, 𝐸 = {(𝑒, 0, 0, 0)| 𝑒 ∈ ℤ, 𝑒 > 1} 
𝐹 = {(2𝑓−2 + 1, 1, 𝑓, 2𝑓−2 − 1)  | 𝑓 ∈ ℤ, 𝑓 > 3} และ 𝐺 = {(3, 1, 3, 1), (3,2,5,7)} 
พิสูจน์ สมมติว่า 𝑥, 𝑦, 𝑧 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบและเป็นผลเฉลยของ (10) ถ้า 𝑛 = 1 จาก (10) จะได้ว่า 𝑦 = 𝑧 = 0 
ดังนั้น (𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷 และถา้ 𝑥 = 0 จาก (10) จะได้ว่า 𝑦 = 𝑧 = 0 ดังนั้น (𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐸 เพราะฉะนั้นเหลือพิจารณา
กรณีที่ 𝑛 > 1 และ 𝑥 > 0 จาก (10) จะได้ว่า   
    2𝑦 = 𝑛2𝑥 − 𝑧2 = (𝑛𝑥 − 𝑧)(𝑛𝑥 + 𝑧)        (11) 
ดังนั้นจะมีจ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ 𝑣 ที่ท าให ้
     𝑛𝑥 − 𝑧 = 2𝑣          (12) 
และ                𝑛𝑥 + 𝑧 = 2𝑦−𝑣                                                                (13) 
จาก (12) และ (13) จะได้ว่า  𝑦 > 2𝑣 และ 
              2𝑛𝑥 = 2𝑣(2𝑦−2𝑣 + 1)                                                                         (14) 
จาก (14) และ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวกคี่ ดังนั้น 𝑣 = 1 ท าให้ 
      𝑛𝑥 − 2𝑦−2 = 1                                                               (15) 
จาก (15) จะได้ว่า 𝑦 > 2 และถ้า 𝑦 = 3 จาก (15) จะได้ว่า 𝑛𝑥 = 3 ดังนั้น 𝑛 = 3 และ 𝑥 = 1 และจาก (12) จะได้ว่า 
𝑧 = 1 เพราะฉะนั้น (𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐺 ต่อไปจะพิจารณากรณีที่ 𝑦 > 3 ถ้า 𝑥 = 1 จาก (15) จะได้ว่า 𝑛 = 2𝑦−2 + 1 และ
จาก (12) จะได้ว่า 𝑧 = 2𝑦−2 − 1 เพราะฉะนั้น (𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐹 และถ้า 𝑥 > 1 จาก 𝑦 > 3 , 𝑛 > 1 และ (15) ดังนั้น
โดยทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า 𝑛 = 3 , 𝑥 = 2, 𝑦 = 5 และจาก (12) จะได้ว่า 𝑧 = 7 ดังนั้น (𝑛, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐺        
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ผลการวิจัยและอภิปรายผล  
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛2𝑥 + 2𝑦 = 𝑧2 และ
𝑛2𝑥 − 2𝑦 = 𝑧2  เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวกคี่ ดังปรากฎในทฤษฎีบท 3 และ 4 ตามล าดับ ซึ่งจะเห็นได้ว่า 𝑛 ไม่จ าเป็นต้อง
อยู่ในรูป 𝑝𝑘 เมื่อ 𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวก ดังนั้นจึงเป็นการขยายผลงานวิจัยก่อนหน้านี้ให้กว้างขึ้น 
และสิ่งที่น่าสนใจต่อไปคือการหาผลเฉลยของสองสมการดังกล่าวในกรณีที่ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวกคู่ และที่น่าสนใจยิ่งไปกว่านั้น 
คือ การหาแสดงผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑥 + 2𝑦 = 𝑧2 และ 𝑛𝑥 − 2𝑦 = 𝑧2 
เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก 
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