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การไม่มีของผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน ์
 𝑎𝑥  + 𝑏𝑦 = 𝑧2  

 
อภิรัฐ ศิระวรกุล1 และ สุธน ตาดี1,* 

สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยราชภัฏเทพสตรี ลพบุรี 
*Email: suton.t@lawasri.tru.ac.th 

 
รับบทความ: 2 สิงหาคม 2565 แก้ไขบทความ: 26 สิงหาคม 2565 ยอมรับตีพิมพ์: 29 สิงหาคม 2565 

 
บทคัดย่อ 

 
 ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยได้แสดงว่า ถ้า 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนเต็มบวก และมีจ านวนเฉพาะ 𝑝 โดยที่ 𝑝 ≡ 3,5 (mod 8) 
ซึ่งท าให้ 𝑎 ≡ 1 (mod 𝑝) และ 𝑏 ≡ 1 (mod 𝑝) แล้ว สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑎𝑥  + 𝑏𝑦 = 𝑧2 ไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่
เป็นลบ  
 
ค าส าคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์ ผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ  
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Abstract 
 
 In this paper, we show that if 𝑎 and 𝑏 are positive integers and there exists a prime 𝑝 with 𝑝 ≡

3,5 (mod 8) such that 𝑎 ≡ 1 (mod 𝑝)  and 𝑏 ≡ 1 (mod 𝑝), then the Diophantine equation 𝑎𝑥  + 𝑏𝑦 =

𝑧2  has no non-negative integer solution.  
 
Keywords: Diophantine equation, non-negative integer solution 
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บทน า 
  สมการไดโอแฟนไทน์ที่อยู่ในรูป 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑧2  เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนเต็มบวก เป็นอีกสมการหนึ่งที่ได้รับ
ความสนใจในการหาผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ เช่น ในปี ค.ศ. 2007 Acu (2007) ได้พิสูจน์ว่าสมการไดโอแฟนไทน์  
2𝑥 + 5𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลยเท่านั้น คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {(3, 0, 3), (2, 1, 3)} ต่อมา 
Chotchaisthit (2012) ได้แสดงว่า สมการไดโอแฟนไทน์  4𝑥 + 𝑝𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ มีผลเฉลยทั้งหมดที่เป็น
จ า น ว น เ ต็ ม ที่ ไ ม่ เ ป็ น ล บ อ ยู่ ใ น รู ป  (𝑥, 𝑝, 𝑦, 𝑧) ∈ {(2, 3, 2, 5)} ∪ {(𝑟, 2𝑟+1 + 1,1, 2𝑟 + 1)|𝑟 ∈ ℕ ∪ {0}} ∪

{(𝑟, 2, 2𝑟 + 3,3 ∙ 2𝑟)|𝑟 ∈ ℕ ∪ {0}} และ Asthana and Singh (2017) ได้พิสูจน์ว่าสมการไดโอแฟนไทน์  3𝑥 + 13𝑦 =

𝑧2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียง 4 ผลเฉลย คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {(1, 0, 2), (1, 1, 4), (3, 2, 14), (5, 1, 16)} และใน
ปี ค.ศ. 2021 Paisal and Chayapham (2021) ได้แสดงว่า (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1, 1, 10) เป็นผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียง
ผลเฉลยเดียวของสมการไดโอแฟนไทน์ 17𝑥 + 83𝑦 = 𝑧2 และ 29𝑥 + 71𝑦 = 𝑧2 

นอกจากนี้ยังมีการค้นพบว่าบางสมการไดโอแฟนไทน์ที่อยู่ในรูปดังกล่าวไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ เช่น ในปี 
ค.ศ. 2011 Suvarnamani et al. (2011) ได้แสดงว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 4𝑥  + 7𝑦 = 𝑧2 และ  4𝑥  + 11𝑦 = 𝑧2 ไม่มีผล
เฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ต่อมา Sroysang (2014a; 2014b) ได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์  7𝑥  + 19𝑦 = 𝑧2 7𝑥  +

91𝑦 = 𝑧2 และ 7𝑥  + 31𝑦 = 𝑧2 พบว่าทั้งสามสมการไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ หลังจากนั้น Kumar et al. 
(2020) ได้พิสูจน์ว่าสมการไดโอแฟนไทน์  601𝑥  + 619𝑦 = 𝑧2 ไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และในปีเดียวกัน 
Aggarwal and Sharma (2020) ได้แสดงว่าสมการไดโอแฟนไทน์  379𝑥  + 397𝑦 = 𝑧2 ไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
และเมื่อไม่นานมานี้ Kumar and Aggarwal (2021)  ได้ค้นพบว่า 439𝑥  + 457𝑦 = 𝑧2 ไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ
เช่นกัน 
 ด้วยเหตุนี้ จึงท าให้เกิดความน่าสนใจในการหาเงื่อนไขของจ านวนเต็มบวก 𝑎 และ 𝑏 ที่ท าให้ สมการไดโอแฟนไทน์ 
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑧2 ไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
 
วัตถุประสงค์การวิจัย  
 เพื่อศึกษาเงื่อนไขที่เพียงพอส าหรับจ านวนเต็มบวก 𝑎 และ 𝑏 ที่ท าให้สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑧2 ไม่มีผล
เฉลยจ านวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 
 
วิธีด าเนินการวิจัย  
 ก่อนที่จะพิจารณาหาเงื่อนไขของจ านวนเต็มบวก 𝑎 และ 𝑏 ที่ท าให้สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑧2 ไม่มีผล
เฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบนั้น จะขอทบทวนความหมายของส่วนตกค้างก าลังสอง (Quadratic Residue) และทฤษฎีบทที่
เกี่ยวข้อง ซึ่งมีความส าคัญในการน าไปใช้พิจารณาเงื่อนไขดังกล่าว 
  
บทนิยาม 1 (Redmond, 1996) ให้ 𝑎 เป็นจ านวนเต็ม และ 𝑚 เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที่ (𝑎, 𝑚) = 1 ถ้ามีจ านวนเต็ม 𝑥 
ที่ท าให้ 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑚) จะเรียก 𝑎 ว่า ส่วนตกค้างก าลังสอง (Quadratic Residue) ของ 𝑚 และถ้าไม่มีจ านวนเต็ม 𝑥 
ดังกล่าว จะเรียก 𝑎 ว่า ไมเ่ป็นส่วนตกค้างก าลังสอง (Quadratic Non-Residue) ของ 𝑚  
 
ทฤษฎีบท 2 (Burton, 2007) ให้ 𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า 
1. ถ้า 𝑝 ≡ 1,7(mod 8) แล้ว 2 เป็นส่วนตกค้างก าลังสอง ของ 𝑝  
2. ถ้า 𝑝 ≡ 3,5(mod 8) แล้ว 2 ไม่เป็นส่วนตกค้างก าลังสอง ของ 𝑝  
 
ทฤษฎีบท 3 ให้  𝑎 และ  𝑏 เป็นจ านวนเต็มบวก จะได้ว่า ถ้ามีจ านวนเฉพาะ  𝑝 โดยที่  𝑝 ≡ 3,5 (mod 8) ซึ่งท าให้  
𝑎 ≡ 1 (mod 𝑝) และ 𝑏 ≡ 1 (mod 𝑝) แล้ว สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                    𝑎𝑥  + 𝑏𝑦 = 𝑧2                                                             (1) 
ไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ  
พิสูจน์ สมมติว่า 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบและเป็นผลเฉลยของสมการ (1) เนื่องจาก 𝑎 ≡ 1 (mod 𝑝) และ 
𝑏 ≡ 1 (mod 𝑝) ดังนั้น 𝑎𝑥 ≡ 1 (mod 𝑝) และ 𝑏𝑦 ≡ 1 (mod 𝑝) เพราะฉะนั้น 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 ≡ 2 (mod 𝑝) และจาก
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สมการ (1) จะได้ว่า 𝑧2 ≡ 2 (mod 𝑝) ดังนั้น 2 เป็นส่วนตกค้างก าลังสอง ของ 𝑝 ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝 ≡

3,5 (mod 8) และทฤษฎีบท 2 เพราะฉะนั้น สมการ (1) ไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ    
 
หมายเหตุ  จากทฤษฎีบท 3 ท าให้สามารถตรวจสอบได้ง่ายว่า สมการไดโอแฟนไทน์ต่อไปนี้ไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ  
4𝑥  + 7𝑦 = 𝑧2  (Suvarnamani et al., 2011),  7𝑥  + 19𝑦 = 𝑧2  , 7𝑥  + 91𝑦 = 𝑧2  (Sroysang, 2014a), 7𝑥  +

31𝑦 = 𝑧2 (Sroysang, 2014b),  601𝑥  + 619𝑦 = 𝑧2 (Kumar et al., 2020), 379𝑥  + 397𝑦 = 𝑧2 (Aggarwal and 
Sharma, 2020) และ 439𝑥  + 457𝑦 = 𝑧2 (Kumar and Aggarwal, 2021)   
 
บทแทรก 4 ให้ 𝑎, 𝑏 และ 𝑐 เป็นจ านวนเต็มบวก จะได้ว่า ถ้ามีจ านวนเฉพาะ  𝑝 โดยที่  𝑝 ≡ 3,5 (mod 8) ซึ่งท าให้  
𝑎 ≡ 1 (mod 𝑝) และ 𝑏 ≡ 1 (mod 𝑝) แล้ว สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                    𝑎𝑥  + 𝑏𝑦 = 𝑧2𝑐                                                             (2) 
ไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ  
พิสูจน์ สมมติว่า 𝑥1, 𝑦1 และ 𝑧1 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบและเป็นผลเฉลยของสมการ (2) จะเห็นได้ชัดว่า (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1
𝑐) เป็นผลเฉลยของสมการ (1) ซึ่งเป็นไปไม่ได้จากทฤษฎีบท 3 เพราะฉะนั้น สมการ (2) ไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่

เป็นลบ     
  

จากทฤษฎีบท 3 และบทแทรก 4 ท าให้ได้เงื่อนไขที่เพียงพอส าหรับที่ท าให้สมการ (1) และ (2) ไม่มีผลเฉลยจ านวน
เต็มท่ีไม่เป็นลบและสามารถน าไปใช้พิสูจน์ทฤษฎีบทที่มีผูว้ิจัยได้พิสูจน์ไว้ก่อนหน้านี้ได้ ดังนี้ 
 
บทแทรก 5 (Gupta and Kumar, 2020) ให้ 𝑎 และ 𝑐 เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไม่เป็นลบ จะได้ว่า ถ้า 𝑎 
เป็นจ านวนที่อยู่ในรูป 5𝑘 + 1 เมื่อ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ แล้ว สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                    𝑎𝑥  + (𝑎 + 5𝑟)𝑦 = 𝑧2𝑐                                                             (3) 
ไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ  
พิสูจน์ เนื่องจาก 𝑎 เป็นจ านวนเต็มบวกที่อยู่ในรูป 5𝑘 + 1 เมื่อ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ จะได้ว่า 𝑎 ≡ 1 (mod 5) 
และจาก 5𝑟 ≡ 0 (mod 5) ดังนั้น 𝑎 + 5𝑟 ≡ 1 (mod 5)  เพราะฉะนั้น จากบทแทรก 4 จะได้ว่า สมการ (3) ไม่มีผลเฉลย
จ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ    
 
บทแทรก 6 (Aggarwal and Kumar, 2021a) ให้  𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไม่เป็นลบ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                  192𝑥  + (6𝑟 + 1)𝑦 = 𝑧2                                                             (4) 
ไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ  
พิสูจน์ เนื่องจาก 6𝑟 ≡ 0 (mod 3) ดังนั้น 6𝑟 + 1 ≡ 1 (mod 3)  และจาก 192 ≡ 1 (mod 3) เพราะฉะนั้น จาก
ทฤษฎีบท 3 จะได้ว่า สมการ (4) ไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ    
 
บทแทรก 7 (Aggarwal and Kumar, 2021b) ให้  𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไม่เป็นลบ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                132𝑥  + (6𝑟+1 + 1)𝑦 = 𝑧2                                                           (5) 
ไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ  
พิสูจน์ เนื่องจาก 6 ≡ 0 (mod 3) จะได้ว่า 6𝑟+1 ≡ 6 ∙ 6𝑟 ≡ 0(mod 3) ดังนั้น 6𝑟+1 + 1 ≡ 1 (mod 3)  และจาก 
132 ≡ 1 (mod 3) เพราะฉะนั้น จากทฤษฎีบท 3 จะได้ว่า สมการ (5) ไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ    
 
บทแทรก 8 (Aggarwal and Kumar, 2021c) ให้  𝑟 เป็นจ านวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                132𝑥  + (6𝑟 + 1)𝑦 = 𝑧2                                                           (6) 
ไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ  
พิสูจน์ เนื่องจาก 6𝑟 ≡ 0 (mod 3) ดังนั้น 6𝑟 + 1 ≡ 1 (mod 3)  และจาก 132 ≡ 1 (mod 3) เพราะฉะนั้น จาก
ทฤษฎีบท 3 จะได้ว่า สมการ (6) ไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ    
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บทแทรก 9 (Aggarwal and Kumar, 2021d) ให้ 𝑚 และ  𝑟 เป็นจ านวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                          (22𝑚+1 − 1)  + (6𝑟 + 1)𝑦 = 𝑧2                                                       (7) 
ไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ  
พิสูจน์ เนื่องจาก 22 ≡ 1 (mod 3) ดังนั้น 22𝑚 ≡ 1 (mod 3) เพราะฉะนั้น   22𝑚+1 = 2 ∙ 22𝑚 ≡ 2 (mod 3)  จะ
ได้ว่า   22𝑚+1 − 1 ≡ 1 (mod 3)  และจาก 6𝑟 ≡ 0 (mod 3) ดังนั้น 6𝑟 + 1 ≡ 1 (mod 3)  เพราะฉะนั้น จาก
ทฤษฎีบท 3 จะได้ว่า สมการ (7) ไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ    
 
ผลการวิจัยและอภิปรายผล  
 ให้ 𝑎 และ 𝑏  เป็นจ านวนเต็มบวก ในงานวิจัยนี้ได้แสดงว่า ถ้ามีจ านวนเฉพาะ 𝑝 โดยที่ 𝑝 ≡ 3,5 (mod 8) ซึ่งท าให้ 
𝑎 ≡ 1 (mod 𝑝) และ 𝑏 ≡ 1 (mod 𝑝) แล้ว สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑎𝑥  + 𝑏𝑦 = 𝑧2 ไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
ซึ่งจะเห็นได้ว่าเป็นการน าเสนอเงื่อนไขที่เพียงพอส าหรับจ านวนเต็มบวก 𝑎 และ 𝑏  เพื่อรับรองว่าสมการไดโอแฟนไทน์ดังกล่าว
ไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และเป็นขยายผลงานวิจัยที่ได้มีการศึกษาก่อนหน้านี้อีกด้วย แต่อย่างไรก็ตามสิ่งที่ได้ยังไม่
ครอบคลุมทุกกรณี เช่น ในกรณีที่ 𝑝 ≡ 1,7 (mod 8) จ านวนเต็มบวก 𝑎 และ 𝑏  ควรมีเงื่อนไขอย่างไรจึงจะท าให้สมการไดโอ
แฟนไทน์ดังกล่าวไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ  ดังนั้นจึงยังคงเป็นสิ่งที่น่าสนใจในการศึกษาต่อไป 
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