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บทคัดย่อ  

งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงค์เพ่ือศึกษาการเคลื่อนที่ของอนุภาคมวล m ที่ถูกรบกวนด้วยแรงภายนอกเป็น
ฟังก์ชันโคไซน์ และไซน์ที่ขึ้นอยู่กับเวลา โดยศึกษาการเคลื่อนที่ของอนุภาคมวลดังกล่าวผ่านการค านวณหา
ความเร็ว และการกระจัดที่เป็นฟังก์ชันของเวลาใช้แคลคูลลัสการอินทิเกรต ซึ่งเรามีการสร้างแรงภายนอก
จ านวน 4 แรงที่มีลักษณะเป็นแบบฟังก์ชันโคไซน์ และไชน์ ซึ่งมีเลขชี้ก าลังเป็นหนึ่ง และแบบฟังก์ชันโคไซน์ 
และไชน์ ซึ่งมีเลขชี้ก าลังเป็นสอง เพ่ือดูลักษณะของความเร็ว และการกระจัดว่าอนุภาคมวล m  ถูกบังคับ
เคลื่อนที่เป็นสั่นแบบขึ้นลงระหว่างค่าบวกและค่าลบในกรณีที่แรงภายนอกเป็นแบบฟังก์ชันโคไซน์ และไชน์  
ซึ่งมีเลขชี้ก าลังเป็นหนึ่ง  
ค าส าคัญ : ความเร็วที่ข้ึนกับเวลา, การกระจัดที่ข้ึนกับเวลา, แรงภายนอกที่เป็นฟังก์ชันโคไซน์ และไซน์  
 

Abstract  
 The purpose of this research article study was to explore the movement of particle 
m  the disturbance by time-dependent external force of cosine and sine function and we have 
taken Integration by parts in Mathematics and Newton’s second law in physics to calculate 
the velocity and the displacement of particle the disturbance by time-dependent external 
force of cosine and sine function. The finding was as follow we can conclude that the velocity 
and the displacement of particle m  the disturbance by time-dependent external force of 
cosine and sine function depend on exponent of 1 as a result particle is oscillation around 
value of positive and value of negative for the velocity particle.  
Keywords : time-dependent displacement, time-dependent velocity, time-dependent 
external force of cosine and sine function 
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บทน า 
เมื่ออนุภาคมวล m  เคลื่อนที่ในตัวกลางจะเกิดแรงต้านการเคลื่อนที่กระท ากับอนุภาคเนื่องจาก

ตัวกลางนั้นเรียกแรงต้านดังกล่าวว่า แรงต้านทาน (resisting force) , แรงหน่วง (damping force) และ 
เรียกตัวกลางนี้ว่า resisting , damping หรือ dissipative medium แรงต้านที่เกิดขึ้นโดยทั่วไปมักจะแปรผัน
ตามความเร็วของอนุภาคมวล m ที่เคลื่อนที ่

 
วิธีด าเนินการวิจัย 
การค านวณหาความเร็วของอนุภาคที่ถูกรบกวนด้วยแรงภายนอกที่เป็นฟังก์ชันของเวลาโคไซน์ และไซน์ 

งานวิจัยเรื่องนี้นิยามให้แรงภายนอกเป็นฟังก์ชันที่ขึ้นอยู่กับเวลา และเป็น ฟังก์ชันโคไซน์ และไซน์
  F t  มารบกวนอนุภาคที่ก าลังเคลื่อนที่ในระบบ เราสามารถเขียนกฎการเคลื่อนที่ข้อที่สองของนิวตัน 

ภายใต้แรงภายนอกดังนี้ 

  ,
dv

F t m
dt

  

หรือสามารถเขียนกฎการเคลื่อนที่ข้อที่ 2 เป็นสมการความเร็วที่ข้ึนอยู่กับแรงภายนอก ดังนี้ 

    0
0

1 t

v t F t dt v
m

       (1) 

โดยที่ m  คือมวลของอนุภาคมีหน่วย kg , 
0v คือความเร็วเริ่มต้นของอนุภาค ณ เวลาเท่ากับ 0 วินาที ดังนั้น 

เราจึงได้มีการสร้างออกแบบแรงภายนอกเป็นฟังก์ชันที่ขึ้นอยู่กับเวลา และเป็นฟังก์ชันโคไซน์ และไซน์ ดังนี้ 
   1 0 cosF t F σt ,    2 0 sinF t F σt ,    2

3 0 cosF t F σt ,    2

4 0 sinF t F σt  
เพ่ือต้องการค านวณหาความเร็วของอนุภาคมวล m เคลื่อนที่ภายใต้แรงภายนอกดังกล่าว ว่ามีลักษณะการสั่น 
และการเคลื่อนที่ต่างกันตรงแอมพลิจูด และเฟสเริ่มต้นของระบบดังนี้ แทนแรง  1F t ลงในสมการที่ (1) และ
ใช้การอินทิเกรตจะได้ความเร็วของอนุภาคมวล m เคลื่อนที่ภายใต้แรงภายนอกของ  1F t ดังนี้ 

     0 0
1 0 0

0
0

cos sin

t
tF F

v t σt dt v σt v
m mσ

     

   0
1 0sin

F
v t σt v

mσ
         (2) 

จากสมการที่ (2) เราสามารถน าแสดงกราฟระหว่างความเร็ว และเวลาของแรงภายนอกของ  1F t ในหัวข้อ
ผลการวิจัย ต่อไปน าแรงภายนอกของ  2F t แทนลงในสมการที่ (1) จะได้ 

     0 0
2 0 0

0
0

sin cos

t
tF F

v t σt dt v σt v
m mσ

      

      0
2 01 cos

F
v t σt v

mσ
         (3) 

จากสมการที่ (3) เราสามารถน าแสดงกราฟระหว่างความเร็ว และเวลาของแรงภายนอกของ  2F t ในหัวข้อ
ผลการวิจัย ต่อไปน าแรงภายนอกของ  3F t แทนลงในสมการที่ (1) จะได้ 
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      20 0
3 0 0

0 0 0
cos 1 cos 2

2

t t tF F
v t σt dt v dt σt dt v

m m
        

 
 0

3 0

sin 2

2 2

σtF
v t t v

m σ

 
   

 
       (4) 

จากสมการที่ (4) เราสามารถน าแสดงกราฟระหว่างความเร็ว และเวลาของแรงภายนอกของ  3F t ในหัวข้อ
ผลการวิจัย ต่อไปน าแรงภายนอกของ  4F t แทนลงในสมการที่ (1) จะได้ 

      20 0
4 0 0

0 0 0
sin 1 cos 2

2

t t tF F
v t σt dt v dt σt dt v

m m
        

 
 0

4 0

sin 2

2 2

σtF
v t t v

m σ

 
   

 
       (5) 

การค านวณหาการกระจัดของอนุภาคที่ถูกรบกวนด้วยแรงภายนอกที่เป็นฟังก์ชันของเวลาโคไซน์ และไซน์ 
เราเปลี่ยนความเร็วของอนุภาคเป็นอัตราการเปลี่ยนแปลงของการกระจัดเทียบเวลา ในสมการที่ (2) แล้วท า
การอินทิเกรต จะได้การกระจัดของอนุภาคมวล m เคลื่อนทีภ่ายใต้แรงภายนอกของ  1F t ดังนี้ 

 
 1 0

0sin
dx t F

σt v
dt mσ

   

   
0

0
1 0

0 0
sin

x t t

x

F
dx t σt dt v dt

mσ
     

    0
1 0 0 2

1 cos
F

x t x v t σt
mσ

         (6) 

จากสมการที่ (6) เราสามารถน าแสดงกราฟระหว่างการกระจัด และเวลาของอนุภาคที่ถูกรบกวนด้วยแรง
ภายนอกของ  1F t ในหัวข้อผลการวิจัย ต่อไปน าความเร็วของอนุภาคที่ถูกรบกวนด้วยแรงภายนอก  2F t

มาอินทิเกรตเทียบกับเวลาจะได้การกระจัดของอนุภาคที่ถูกรบกวนด้วยแรงภายนอกดังนี้ 
 

  2 0
01 cos

dx t F
σt v

dt mσ
    

    
0

0
2 0

0 0
1 cos

x t t

x

F
dx t σt dt v dt

mσ
      

 
 0

2 0 0

sin σtF
x t x v t t

mσ σ

 
    

 
     (7) 

จากสมการที่ (7) เราสามารถน าแสดงกราฟระหว่างการกระจัด และเวลาของอนุภาคที่ถูกรบกวนด้วยแรง
ภายนอกของ  2F t ในหัวข้อผลการวิจัย ต่อไปน าความเร็วของอนุภาคที่ถูกรบกวนด้วยแรงภายนอก  3F t

มาอินทเิกรตเทียบกับเวลาจะได้การกระจัดของอนุภาคที่ถูกรบกวนด้วยแรงภายนอกดังนี้ 
   3 0

0

sin 2

2 2

dx t σtF
t v

dt m σ

 
   

 
 

 
 

0

0
3 0

0 0 0

sin 2

2 2

x t t t

x

σtF
dx t t dt dt v dt

m σ

 
   

 
     
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   
  2

0
3 0 0 2

1 cos 2

2 2 4

σtF t
x t x v t

m σ

 
    

 
 

    (8) 

จากสมการที่ (8) เราสามารถน าแสดงกราฟระหว่างการกระจัด และเวลาของของอนุภาคที่ถูกรบกวนด้วยแรง
ภายนอกของ  3F t ในหัวข้อผลการวิจัย ต่อไปน าความเร็วของอนุภาคที่ถูกรบกวนด้วยแรงภายนอก  4F t

มาอินทิเกรตเทียบกับเวลาจะได้การกระจัดของอนุภาคที่ถูกรบกวนด้วยแรงภายนอกดังนี้ 
   4 0

0

sin 2

2 2

dx t σtF
t v

dt m σ

 
   

 
 

 
 

0

0
4 0

0 0 0

sin 2

2 2

x t t t

x

σtF
dx t t dt dt v dt

m σ

 
   

 
     

 
  2

0
4 0 0 2

cos 2 1

2 2 4

σtF t
x t x v t

m σ

 
    

 
 

    (9) 

จากสมการที่ (9) เราสามารถน าแสดงกราฟระหว่างการกระจัด และเวลาของอนุภาคที่ถูกรบกวนด้วยแรง
ภายนอกของ  4F t ในหัวข้อผลการวิจัย 
 
ผลการวิจัย 

จากสมการที่ (2) และสมการที่ (3) เป็นความเร็วของอนุภาคมวล m เคลื่อนที่ภายใต้แรงภายนอกที่
เป็นฟังก์ชันของเวลาเป็น  1F t  และ  2F t ตามล าดับ สามารถแสดงกราฟระหว่างความเร็วและเวลาได้ 
ดังรูปภาพที่ 1 (a) และจากสมการที่ (4) และสมการที่ (5) เป็นความเร็วของอนุภาคมวล m เคลื่อนที่ภายใต้
แรงภายนอกที่ เป็น  3F t และ  4F t ตามล าดับสามารถแสดงกราฟระหว่างความเร็ว และเวลาได้ 
ดังรูปภาพที่ 1 (b) 

 

   
     (a)             (b) 
ภาพที่ 1 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของอนุภาคมวล m กับเวลา (a) กราฟแสดงความสัมพันธ์
ระหว่างความเร็วกับเวลา ของอนุภาคที่ถูกรบกวนด้วยแรงภายนอก  1F t  และ  2F t  (b) กราฟแสดง
ความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วกับเวลา ของอนุภาคท่ีถูกรบกวนด้วยแรงภายนอก  3F t  และ  4F t  
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จากสมการที่ (6) และสมการที่ (7) เป็นการกระจัดของอนุภาคมวล m เคลื่อนที่ภายใต้แรงภายนอก 
ที่เป็น  1F t  และ  2F t ตามล าดับ สามารถแสดงกราฟระหว่างการกระจัด และเวลาได้ดังรูปภาพที่ 2 (a) 
และจากสมการที่ (8) และสมการที่ (9) เป็นการกระจัดของอนุภาคมวล m เคลื่อนที่ภายใต้แรงภายนอกท่ีเป็น 

 3F t  และ  4F t ตามล าดับ สามารถแสดงกราฟระหว่างการกระจัด และเวลาได้ดังรูปภาพที่ 2 (b) 

  
     (a)             (b) 
ภาพที่ 2 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างการกระจัดของอนุภาคมวล m กับเวลา (a) กราฟแสดงความสัมพันธ์
ระหว่างการกระจัดกับเวลา ของอนุภาคที่ถูกรบกวนด้วยแรงภายนอก  1F t  และ  2F t  (b) กราฟแสดง
ความสัมพันธ์ระหว่างการกระจัดกับเวลา ของอนุภาคท่ีถูกรบกวนด้วยแรงภายนอก  3F t  และ  4F t  
 
อภิปรายผล 

จากภาพที่ 1(a) เป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็ว และเวลาของอนุภาคมวล m  ที่ถูก
รบกวนด้วยแรงภายนอก  1F t และ  2F t ซึ่งเส้นกราฟสีเขียวคือความเร็วของอนุภาคมวล m ที่ถูกรบกวน
ด้วยแรงภายนอกที่เป็นฟังก์ชันของเวลา  1F t มีลักษณะการเคลื่อนที่ของอนุภาคแบบสั่นขึ้นลงระหว่างค่าที่
เป็นบวกของความเร็ว และค่าที่เป็นลบของความเร็วโดยมีเฟสเริ่มต้นที่ 0 rad ต่อมาเส้นกราฟสีแดงคือกราฟ
แสดงความเร็วและเวลาของอนุภาคมวล m ที่ถูกรบกวนด้วยแรงภายนอก  2F t มีลักษณะการเคลื่อนที่ของ
อนุภาคแบบสั่นขึ้นลงเฉพาะค่าที่เป็นบวกของความเร็วเท่านั้น มีการเปรียบเทียบระหว่างความเร็ว  1v t   
กับความเร็ว  2v t  มีลักษณะของเฟสเริ่มต้นที่ต่างกันโดย  2v t  ที่มีการรบกวนจากแรงภายนอก  2F t จะมี
เฟสน า  1v t  เพียงเล็กน้อย และความกว้างของลูกคลื่นของ  2v t  จะมีค่ามากกว่า  1v t  ต่อมาจากภาพที่  
1 (b) เป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็ว และเวลาของอนุภาคมวล m  ที่ถูกรบกวนด้วยแรง
ภายนอก  3F t และ  4F t  ซึ่งเส้นกราฟสีเหลืองคือความเร็ว  3v t ของอนุภาคมวล m ที่ถูกรบกวนด้วยแรง
ภายนอกที่เป็นฟังก์ชันของเวลา  3F t มีลักษณะการเคลื่อนที่ของความเร็วของอนุภาคมวล m เป็นแบบการสั่น
ขึ้นลงแต่มีลักษณะเป็นกราฟเส้นตรงที่มีการสั่นที่เป็นฟังก์ชันเพ่ิมขึ้น ต่อมาเส้นกราฟสีฟ้าคือความเร็ว  4v t  
ของอนุภาคมวล m ที่ถูกรบกวนด้วยแรงภายนอกที่เป็นฟังก์ชันของเวลา  4F t มีลักษณะการเคลื่อนที่ของ
ความเร็วของอนุภาคมวล m  เป็นแบบการสั่นขึ้นลงแต่มีลักษณะเป็นกราฟเส้นตรงที่มีการสั่นที่เป็นฟังก์ชัน
เพ่ิมขึ้นเช่นเดี่ยวกับกราฟเส้นสีเหลือง มีการเปรียบเทียบระหว่างความเร็ว  3v t  กับความเร็ว  4v t  
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เฟสเริ่มต้นของความเร็วทั้งสองจะมีลักษณะตรงกันข้ามกัน ช่วงความถ่ีและแอมพลิจูดของความเร็วของ  3v t  
และ  4v t มีลักษณะเหมือนกัน ต่อมาจากภาพที่ 2 (a) เป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างการกระจัด และ
เวลาของอนุภาคมวล m  ที่ถูกรบกวนด้วยแรงภายนอก  1F t และ  2F t ซึ่งเส้นกราฟสีเขียวคือการกระจัด 
 1x t  ของอนุภาคมวล m ที่ถูกรบกวนด้วยแรงภายนอกที่เป็นฟังก์ชันของเวลา  1F t  มีลักษณะการเคลื่อนที่

ของอนุภาคแบบสั่นขึ้นลงระหว่างค่าท่ีเป็นบวกของความเร็วเป็นกราฟเส้นตรงที่มีการสั่นขึ้นลง ต่อไปเป็นกราฟ
เส้นสีแดงการกระจัด  2x t  ของอนุภาคมวล m ที่ถูกรบกวนด้วยแรงภายนอกที่เป็นฟังก์ชันของเวลา  2F t   
มีลักษณะการเคลื่อนที่ของอนุภาคแบบสั่นขึ้นลงระหว่างค่าที่เป็นบวกของความเร็วเป็นกราฟเส้นตรงที่มีการสั่น
ขึ้นลงเหมือนกับ  1x t  แต่มีความแตกต่างเพียงเล็กน้อยช่วงของความยาวคลื่น และแอมพลิจูดของการสั่น  
ต่อมาจากภาพที่ 2 (b) เป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างการกระจัด และเวลาของอนุภาคมวล m  ที่ถูก
รบกวนด้วยแรงภายนอก  3F t และ  4F t ซึ่งเส้นกราฟสีเหลืองคือกราฟการกระจัด  3x t  และเวลาของ
อนุภาคมวล m  ที่ถูกรบกวนด้วยแรงภายนอก  3F t ต่อมาเส้นกราฟสีฟ้าคือกราฟการกระจัด  4x t  และ
เวลาของอนุภาคมวล m  ที่ถูกรบกวนด้วยแรงภายนอก  4F t มีลักษณะการเคลื่อนที่ของอนุภาคเหมือนกัน
ทั้ง  3x t  และ  4x t เป็นแบบกราฟพาราโบลา 
 
สรุปผลการวิจัย 

ถ้าเราใส่แรงภายนอกที่มีลักษณะเป็นฟังก์ชันโคไซน์ หรือไชน์ ซึ่งมีเลขชี้ก าลังเป็นหนึ่งจะท าให้
ความเร็วของอนุภาคมวล m  มีลักษณะการเคลื่อนที่เป็นแบบสั่นขึ้นลงที่มีการเปลี่ยนแปลงค่าบวก หรือลบ 
แต่ถ้าเราเลือกใส่แรงภายนอกที่มีลักษณะเป็นฟังก์ชันโคไซน์ หรือไชน์ ซึ่งมีเลขชี้ก าลังเป็นสอง กราฟของ
ความเร็วของของอนุภาคมวล m  มีลักษณะการเคลื่อนที่เป็นแบบสั่นขึ้นลงเส้นตรง 
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