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บทคัดย่อ 

 ในงานวิจัยนี้ได้ศึกษาผลเฉลยทั้งหมดของสมการไดโอแฟนไทน์ 11𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2 และ 14𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2 
เมื่อ 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ โดยใช้ความรู้พื้นฐานของสมภาคและทฤษฎีบทของมิไฮเลสคู 
ผลการวิจัย พบว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 11𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥, 𝑦, 𝑧) เพียงผล
เฉลยเดียว คือ (0, 0, 0) และสมการไดโอแฟนไทน์ 14𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥, 𝑦, 𝑧)

เพียงสองผลเฉลย คือ (0, 0, 0) และ (2, 3, 13) 
 
ค าส าคัญ : สมการไดโอแฟนไทน์ สมภาค ทฤษฎีบทของมิไฮเลสคู ผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 

 
Abstract 

 In this paper, we study all solutions of the Diophantine equations 11𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2 and 
14𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2, where 𝑥, 𝑦 and 𝑧 are non-negative integers. By using the elementary concepts of 
congruence and Mihăilescu’s Theorem, we show that the Diophantine equation 11𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2 has 
the unique non-negative integer solution (𝑥, 𝑦, 𝑧), which is (0, 0, 0). The Diophantine equation 
14𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2  has exactly two non-negative integer solutions (𝑥, 𝑦, 𝑧), which are (0, 0, 0) and 

(2, 3, 13).   
 
Keywords : Diophantine equation, Congruence, Mihăilescu’s Theorem, Non-negative integer 
solution 
 
บทน า 
 ในปี ค.ศ. 2019 Thongnak et al. (2019) ได้พิสูจน์ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลย
จ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥, 𝑦, 𝑧) สามผลเฉลย ดังนี้ (0, 0, 0), (1, 0, 1) และ (2, 1, 1) และในปีถัดมา Burshtein 
(2020) ได้แสดงว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 13𝑥 − 5𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มบวกเพียงผลเฉลยเดียว คือ 
(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2, 2, 12) และสมการไดโอแฟนไทน์ 19𝑥 − 5𝑦 = 𝑧2 ไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มบวก ในปี ค.ศ. 2021-
2022 Thongnak et al. (2021, 2022) ได้แสดงว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 7𝑥 − 5𝑦 = 𝑧2 และ 7𝑥 − 2𝑦 = 𝑧2  
มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 0) ในปี ค.ศ. 2022 Rao (2022)  
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ได้แสดงว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 23𝑥 − 19𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥, 𝑦, 𝑧) สองผลเฉลย คือ 
(0, 0, 0) และ (1, 1, 2) 
 ในปี ค.ศ. 2023 Tadee (2023) ไดพ้ิสูจน์ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 9𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่
ไม่เป็นลบ กล่าวคือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {(𝑟, 2𝑟, 0)} เมื่อ 𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบและสมการไดโอแฟนไทน์ 
13𝑥 − 7𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 0) และ Kaewong et 
al. (2023) ได้พสิูจน์ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 29𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว
คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 0) ในปีเดียวกันนี ้Gope (2023) ได้พิสูจน์ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 27𝑥 − 11𝑦 = 𝑧2 มีผล
เฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥, 𝑦, 𝑧) สองผลเฉลย คือ (0, 0, 0) และ (1, 1, 4) และนอกจากนี้ Chuayjan et al. 
(2023) ได้แสดงว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 3𝑥 − 5𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥, 𝑦, 𝑧) สองผลเฉลย 
คือ (0, 0, 0) และ (2, 1, 2) 
 และเมื่อเร็วๆ นี้ Siraworakun and Tadee (2024) ได้แสดงว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 25𝑥 − 7𝑦 = 𝑧2  
มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥, 𝑦, 𝑧) สองผลเฉลย คือ (0, 0, 0) และ (2, 2, 24) และ Thongnak et al. 
(2024) ได้แสดงว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 5𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥, 𝑦, 𝑧) สามผลเฉลย 
คือ (0, 0, 0), (1, 0, 2) และ (2, 2, 4) 
 จากงานวิจัยดังกล่าวข้างต้นท าให้ผู้วิจัยสนใจศึกษาหาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 11𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2 
และ 14𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
 
 ความรู้พ้ืนฐาน 

ในการหาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  11𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2 และ 14𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑥, 𝑦 และ 𝑧  
เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบนั้นจะใช้ความรู้พื้นฐานเกี่ยวกับสมภาค (congruence) และทฤษฎีบทของมิไฮเลสคู 
(Mihăilescu’s Theorem) ดังนั้น ในหัวข้อนี้จะทบทวนบทนิยามและทฤษฎีบทดังกล่าว ดังต่อไปนี ้
 
บทนิยาม 1 (Burton, 2010, p. 63) ให้ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก จะกล่าวว่าสองจ านวนเต็ม 𝑎 และ 𝑏 สมภาค หรอื 
คอนกรูเอนซ์ มอดุโล 𝑛 เขียนแทนด้วย 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑛) เมื่อ 𝑛 หาร 𝑎 − 𝑏 ลงตัว 
 
ทฤษฎีบท 1 (Burton, 2010, p. 65) ให้ 𝑛 > 1 และ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 เป็นจ านวนเต็ม จะได้ว่า 
1) 𝑎 ≡ 𝑎 (mod 𝑛) 
2) ถ้า 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑛) แล้ว 𝑏 ≡ 𝑎 (mod 𝑛) 
3) ถ้า 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑛) และ 𝑏 ≡ 𝑐 (mod 𝑛) แล้ว 𝑎 ≡ 𝑐 (mod 𝑛) 
4) ถ้า 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑛) และ 𝑐 ≡ 𝑑 (mod 𝑛) แล้ว 𝑎 + 𝑏 ≡ 𝑐 + 𝑑 (mod 𝑛) และ  
𝑎𝑏 ≡ 𝑐𝑑 (mod 𝑛) 

5) ถ้า 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑛) แล้ว 𝑎 + 𝑐 ≡ 𝑏 + 𝑐 (mod 𝑛) และ 𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑐 (mod 𝑛) 
6) ถ้า 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑛) แล้ว 𝑎𝑘 ≡ 𝑏𝑘 (mod 𝑛) เมื่อ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวก 
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ทฤษฎีบท 2 ให้ 𝑎 เป็นจ านวนเต็ม จะได้ว่า 𝑎2 ≡ 0, 1 (mod 3) 
พิสูจน์ เนื่องจาก 𝑎 เป็นจ านวนเต็ม ดังนั้นจะมี 𝑟 ∈ {0,1, 2} ซึ่งท าให้ 𝑎 ≡ 𝑟 (mod 3)  
กรณีท่ี 1: 𝑟 = 0 จะได้ว่า 𝑎2 ≡ 02 ≡ 0 (mod 3) 
กรณีท่ี 2: 𝑟 = 1 จะได้ว่า 𝑎2 ≡ 12 ≡ 1 (mod 3) 
กรณีท่ี 3: 𝑟 = 2 จะได้ว่า 𝑎2 ≡ 22 ≡ 4 ≡ 1 (mod 3) 
ดังนั้นจากทัง้สามกรณีสรปุได้ว่า 𝑎2 ≡ 0, 1 (mod 3) 
 
ทฤษฎีบท 3 ให้ 𝑦 เป็นจ านวนเต็มที่ไมเ่ป็นลบ จะได้ว่า 3𝑦 + 1 ≡ 2, 4 (mod 8) 
พิสูจน์  
กรณีท่ี 1: 𝑦 เป็นจ านวนคู่ ดังนั้นจะมีจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ ℎ ซึ่งท าให้ 𝑦 = 2ℎ จะได้ว่า 
3𝑦 + 1 ≡ 32ℎ + 1 ≡ 1ℎ + 1 ≡ 2 (mod 8) 
กรณีท่ี 2: 𝑦 เป็นจ านวนค่ี ดังนั้นจะมีจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ 𝑙 ซึ่งท าให้ 𝑦 = 2𝑙 + 1 จะได้ว่า 
3𝑦 + 1 ≡ 32𝑙+1 + 1 ≡ 3 ∙ 1𝑙 + 1 ≡ 4 (mod 8) 
ดังนั้นจากทัง้สองกรณีสรุปได้ว่า 3𝑦 + 1 ≡ 2, 4 (mod 8) 
 

นอกจากนีจ้ะน าเสนออีกหนึ่งทฤษฎีที่มีบทบาทส าคัญในการหาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ กล่าวคือ 
ทฤษฎีบท 4 (Mihăilescu’s Theorem) (Mihăilescu, 2004) สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑎𝑥 − 𝑏𝑦 = 1, เมื่อ 𝑎, 𝑏, 𝑥 
และ 𝑦 เป็นจ านวนเต็ม โดยที่ min{𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦} > 1 มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦) = (3, 2, 2, 3) 
 
ผลการวิจัย 
 ในการศึกษาและหาผลเฉลยจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ของสมการไดโอแฟนไทน์ 11𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2 
และ 14𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2 นั้น จะเริ่มจากการพสิูจนส์องทฤษฎีบทต่อไปนี ้กล่าวคือ ทฤษฎีบท 5 และ 6 เพื่อทีจ่ะน า
สองทฤษฎีบทนี้ไปใช้อ้างในการพิสจูน์หาผลเฉลยของสองสมการดังกล่าว 
 
ทฤษฎีบท 5 ให้ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที่ 𝑛 > 1 จะได้ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑥 − 1 = 𝑧2 มีผลเฉลย
จ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥, 𝑧) คือ (0, 0) และ (1, √𝑛 − 1) เมื่อ √𝑛 − 1 เป็นจ านวนเต็ม 
พิสูจน์ ให้ 𝑥 และ 𝑧 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ ซึง่ท าให ้𝑛𝑥 − 1 = 𝑧2 หรือ 𝑛𝑥 − 𝑧2 = 1  
กรณีท่ี 1: 𝑥 = 0 จะได้ว่า 𝑧2 = 0 ดังนั้น 𝑧 = 0 นั่นคือ (𝑥, 𝑧) = (0, 0) 
กรณีท่ี 2: 𝑥 = 1 จะได้ว่า 𝑧2 = 𝑛 − 1 ดังนั้น 𝑧 = √𝑛 − 1 นั่นคือ (𝑥, 𝑧) = (1, √𝑛 − 1)  
เมื่อ √𝑛 − 1 เป็นจ านวนเต็ม 
กรณีท่ี 3: 𝑥 > 1 และจาก 𝑛 > 1 จะได้ว่า 𝑧2 = 𝑛𝑥 − 1 > 1 ดังนั้น 𝑧 > 1 ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจากทฤษฎีบท 4  
  
ทฤษฎีบท 6 ให้ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที่ 𝑛 > 1 และ gcd(𝑛, 3) = 1 และให้ 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 เป็นจ านวนเต็มที่
ไม่เป็นลบ ซึ่งท าให้ 𝑛𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2  จะได้ว่า ถ้า 𝑦 > 0 และ 𝑛 ≡ 2(mod 3) แล้วจะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑘 
ซึ่งท าให้ 𝑥 = 2𝑘 และ 2 ∙ 𝑛𝑘 = 3𝑦 + 1 
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พิสูจน์ ให้ 𝑦 > 0 และ 𝑛 ≡ 2(mod 3) จะได้ว่า 3𝑦 ≡ 0(mod 3) และ 𝑛𝑥 ≡ 2𝑥 ≡ (−1)𝑥  (mod 3)ตามล าดับ 
และจาก 𝑧2 = 𝑛𝑥 − 3𝑦 เพราะฉะนั้น 𝑧2 ≡ (−1) 𝑥 − 0 (mod 3)  และจากทฤษฎีบท 2 จะได้ว่า 𝑥 เป็นจ านวน
คู่ ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑘 ซึ่งท าให้ 𝑥 = 2𝑘 ดังนั้น 𝑛2𝑘 − 3𝑦 = 𝑧2 จะได้ว่า  
                                      3𝑦 = 𝑛2𝑘 − 𝑧2 = (𝑛𝑘 − 𝑧)(𝑛𝑘 + 𝑧)                                                    
และจาก 3 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢 ซึ่งท าให้ 𝑛𝑘 − 𝑧 = 3𝑢 และ 𝑛𝑘 + 𝑧 = 3𝑦−𝑢 
จะได้ว่า 𝑦 − 𝑢 ≥ 𝑢 หรือ 𝑦 ≥ 2𝑢 เพราะฉะนั้น 2 ∙ 𝑛𝑘 = 3𝑦−𝑢 + 3𝑢 = 3𝑢(3𝑦−2𝑢 + 1)                                         
และเนื่องจาก gcd(𝑛, 3) = 1 ดังนั้น 3 หาร 2 ∙ 𝑛𝑘 ไม่ลงตัว เพราะฉะนั้น 𝑢 = 0  จะได้ว่า 2 ∙ 𝑛𝑘 = 3𝑦 + 1                                                         
 
ทฤษฎีบท 7 สมการไดโอแฟนไทน์ 11𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥, 𝑦, 𝑧)เพียงผลเฉลยเดียว 
คือ (0, 0, 0) 
พิสูจน์ ให้ 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ ซึง่ท าให ้ 11𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2                                                   
กรณีท่ี 1: 𝑦 = 0 จะได้ว่า 11𝑥 − 1 = 𝑧2 และจาก √10 ไม่เป็นจ านวนเตม็ เพราะฉะนั้นโดยทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า 
(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 0) 
กรณีท่ี 2: 𝑦 > 0 และจาก 11 ≡ 2(mod 3) ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 6 มีจ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ 𝑘 ซึ่งท าให้ 𝑥 = 2𝑘 
และ 2 ∙ 11𝑘 = 3𝑦 + 1 จะได้ว่า 2 ∙ (−1)𝑘 ≡ 1 (mod 3) เพราะฉะนั้น 𝑘 เป็นจ านวนค่ี จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็น
ลบ 𝑠 ซึ่งท าให้ 𝑘 = 2𝑠 + 1 จะได้ว่า 2 ∙ 11𝑘 ≡ 2 ∙ 112𝑠+1 ≡ 2 ∙ 11 ∙ 1𝑠 ≡ 22 ≡ 6(mod 8) ดังนั้น 2 ∙ 11𝑘 ≡

2 (mod 4) และเนื่องจาก 3𝑦 + 1 ≡ (−1)𝑦 + 1 (mod 4) ดังนั้น 2 ≡ (−1)𝑦 + 1 (mod 4) จะได้ว่า 𝑦 เป็น
จ านวนคู่ จะมีจ านวนเต็มที่ไมเ่ป็นลบ 𝑡 ซึ่งท าให้ 𝑦 = 2𝑡 จะได้ว่า 3𝑦 + 1 ≡ 32𝑡 + 1 ≡ 1𝑡 + 1 ≡ 2(mod 8) 

เพราะฉะนั้น 6 ≡ 2 (mod 8) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
ดังนั้นจากทั้งสองกรณีสรุปได้ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 11𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥, 𝑦, 𝑧) 

เพียงผลเฉลยเดียว คือ (0, 0, 0) 
 
ทฤษฎีบท 8 สมการไดโอแฟนไทน์ 14𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥, 𝑦, 𝑧) เพียงสองผลเฉลย  
คือ (0, 0, 0) และ (2, 3, 13) 
พิสูจน์ ให้ 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ ซึง่ท าให ้ 14𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2                                                   
กรณีท่ี 1: 𝑦 = 0 จะได้ว่า 14𝑥 − 1 = 𝑧2 และจาก √13 ไม่เป็นจ านวนเตม็ เพราะฉะนั้นโดยทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า 
(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 0) 
กรณีท่ี 2: 𝑦 > 0 และจาก 14 ≡ 2(mod 3) ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 6 มีจ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ 𝑘 ซึ่งท าให้ 𝑥 = 2𝑘 
และ 2 ∙ 14𝑘 = 3𝑦 + 1 

กรณีที่ 2.1: 𝑘 = 0 จะได้ว่า 3𝑦 = 1 ดังนั้น 𝑦 = 0 ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
กรณีที่ 2.2: 𝑘 = 1 จะได้ว่า 𝑥 = 2 และ 3𝑦 = 27 ดังนั้น 𝑦 = 3 เพราะฉะนั้น 𝑧2 = 142 − 33 = 169 
จะได้ว่า 𝑧 = 13 นั่นคือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2, 3, 13) 
กรณีที่ 2.3: 𝑘 ≥ 2 จะได้ว่า 2 ∙ 14𝑘 ≡ 0 (mod 8) ดังนั้น 3𝑦 + 1 ≡ 0 (mod 8) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
เนื่องจากทฤษฎีบท 3 
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ดังนั้นจากทั้งสองกรณีสรุปได้ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 14𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥, 𝑦, 𝑧) 
เพียงสองผลเฉลย  คือ (0, 0, 0) และ (2, 3, 13) 
 
สรุปผลและอภิปรายผล  

ผลจากการพิสูจน์ทฤษฎีบท 7 และ 8 ท าให้ทราบว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 11𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลย
จ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥, 𝑦, 𝑧) เพียงผลเฉลยเดียว  คือ (0, 0, 0) และสมการไดโอแฟนไทน์ 14𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2     
มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥, 𝑦, 𝑧) เพียงสองผลเฉลย  คือ (0, 0, 0) และ (2, 3, 13) ตามล าดับ ซึ่งในการ
พิสูจน์ทฤษฎีบทดังกล่าวใช้ความรู้พื้นฐานเกี่ยวกับสมภาคและทฤษฎีบทของมิไฮเลสคู และสิ่งที่น่าสนใจใน
การศึกษาต่อไป คือ การหาผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑛  
เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑥, 𝑦, 𝑧 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
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