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บทคัดย่อ 

 งานวิจัยนี้ได้ศึกษาเสถียรภาพของระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้นที่ประกอบด้วยระบบย่อยที่ไม่เสถียร
ทั้งหมด โดยอาศัยวิธีการสร้างฟังก์ชันไลปูนอฟแบบร่วมบวกและการใช้กฎการสลับเวลาที่ดีพอที่ขึ้นอยู่กับแต่ละ
ระบบย่อย ก่อให้เกิดทฤษฎีใหม่ซึ่งเป็นเงื่อนไขที่เพียงพอเพ่ือยืนยันการมีเสถียรภาพเชิงเส้นก ากับแบบเอกรูป     
วงกว้างของระบบที่ศึกษา อีกทั้งมีการเปรียบเทียบกับผลลัพธ์จากงานวิจัยอ่ืน พบว่างานวิจัยนี้มีความเป็นทั่วไป
มากกว่า เนื่องจากความไม่เชิงเส้นของระบบและกลยุทธ์ของการใช้กฎการสลับที่ได้เลือกมาศึกษา นอกจากนี้ยังมี
การน าเสนอตัวอย่างเชิงตัวเลขเพ่ือยืนยันความถูกต้องของการวิเคราะห์เชิงทฤษฎีที่ได้ถูกสร้างขึ้นจากงานวิจัยนี้ 
 
ค าส าคัญ : ระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้น, ระบบย่อยที่ไม่เสถียรทั้งหมด, กฎการสลับเวลาที่ดีพอที่ขึ้นอยู่กับ    
แต่ละระบบย่อย 

 
Abstract 

 This paper examines the stability of switched positive nonlinear systems with all unstable 
subsystems.  A discretized co- positive Lyapunov function, combined with a mode- dependent 
dwell time switching law, yields novel sufficient conditions for ensuring global uniform asymptotic 
stability for these systems. Comparison with prior work demonstrates greater generality, owing to 
both the systems' nonlinearity and the specific switching strategy. A numerical example supports 
the theoretical findings. 

 
Keywords : switched positive nonlinear system, all unstable subsystems, mode-dependent dwell 
time switching law 

 
บทน า  
 ในงานวิจัยของ Xiang et al., (2017) ได้กล่าวไว้ว่า ระบบสลับที่เป็นบวก (switched positive nonlinear 
system) เป็นระบบซึ่งประกอบด้วยกลุ่มของระบบย่อยที่เป็นบวกและกฎการสลับที่ควบคุมการท างานของระบบ
โดยการสลับการท างานกันระหว่างระบบย่อยต่าง ๆ ซึ่งระบบสลับที่เป็นบวกสามารถถูกประยุกต์ใช้ในหลากหลาย
บริบท เช่น ด้านชีววิทยา นิเวศวิทยา สิ่งแวดล้อม เศรษฐศาสตร์ และการสื่อสาร เป็นต้น โดยในการศึกษาระบบนี้



Journal of Science and Technology Phetchabun Rajabhat University        Volume 6 Number 1 (2026) 
 

~ 2 ~ 

จะมุ่งประเด็นไปที่การวิเคราะห์เสถียรภาพของระบบ นั่นคือ ศึกษาความสามารถและพฤติกรรมของระบบในการ
กลับคืนสู่สภาวะปกติเมื่อการรบกวนจากปัจจัยภายนอกยุติลง โดยเฉพาะอย่างยิ่ง ระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้น 
(switched positive nonlinear system) ซ่ึงเป็นระบบสลับที่มีกระบวนการท างานที่ซับซ้อน แต่มีความเป็น
ทั่วไปและประยุกต์ใช้ในสถานการณ์ต่าง ๆ ได้มากกว่าระบบสลับที่เป็นบวกเชิงเส้น (switched positive linear 
system) ด้วยเหตุนี้ คณะผู้วิจัยจึงได้สนใจจะศึกษาและวิเคราะห์เสถียรภาพของระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้น 
โดยอาศัยองค์ความรู้และแนวคิดจาก Aleksandrov et al., (2011) 
  
 ส าหรับกฎของสัญญาณการสลับที่ข้ึนกับเวลาเป็นเครื่องมือที่ส าคัญในการศึกษาเสถียรภาพของระบบสลับ 
ซึ่งมีด้วยกันหลายกฎ เช่น เวลาที่ดีพอ (dwell time) เวลาเฉลี่ยที่ดีพอ (average dwell time) เวลาที่ดีพอที่
ขึ้นกับแต่ละระบบย่อย (mode-dependent dwell time)  เวลาเฉลี่ยที่ดีพอที่ขึ้นกับแต่ละระบบย่อย  
(mode-dependent average dwell time) เป็นต้น นอกจากนี้ยังมีหัวข้อที่น่าสนใจในการศึกษาเสถียรภาพของ
ระบบสลับ นั่นคือ การท างานของระบบย่อยต่าง ๆ ภายใต้กฎการสลับที่ขึ้นกับเวลาอย่างเหมาะสม ซึ่งสามารถแบ่ง
การวิเคราะห์ระบบสลับได้เป็น 3 ประเด็น คือ 1) ระบบสลับที่ประกอบด้วยระบบย่อยที่เสถียรทุกระบบย่อย  
2) ระบบสลับที่ประกอบด้วยระบบย่อยทั้งที่เสถียร และระบบย่อยที่ไม่เสถียร โดยอาศัยหลักการท างาน คือ ระบบ
ย่อยท่ีมีเสถียรภาพจะถูกเปิดใช้งานเป็นเวลานานเพียงพอเพ่ือชดเชยความแตกต่างของสถานะที่เกิดจากระบบย่อย
ที่ไม่เสถียร และ 3) ระบบสลับที่ประกอบด้วยระบบย่อยที่ไม่เสถียรทั้งหมด (all unstable subsystems)  
ซึ่งหลักการท างานดังกล่าวไม่สามารถใช้ได้ ดังนั้น มันจึงเกิดข้อค าถามขึ้นว่า เราจะออกแบบกฎของสัญญาณ 
การสลับอย่างไรที่จะสามารถควบคุมการท างานของระบบสลับที่มีแต่ระบบย่อยที่ไม่เสถียรท างานร่วมกันอยู่  
เพ่ือให้สถานะของระบบสลับหลักมีความเสถียรภาพตลอดการท างานของมัน  จากค าถามดังกล่าวจึงเป็น 
แรงบันดาลใจให้คณะผู้วิจัยได้ใช้องค์ความรู้ทางคณิตศาสตร์เพ่ือที่จะสร้างทฤษฎีใหม่ที่เป็นเงื่อนไขท่ีเพียงพอในการ
ยืนยันการมีเสถียรภาพของระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้นแม้ว่ามันจะมีแต่ระบบย่อยที่ไม่เสถียรท างานร่วมกัน
ภายใต้การเลือกใช้กฎของสัญญาณการสลับที่ขึ้นกับเวลาอย่างเหมาะสม โดยจะเริ่มท าการทบทวนวรรณกรรม 
ที่เกี่ยวข้องกับหัวข้องานวิจัยนี้ ดังต่อไปนี้ ในงานวิจัยของ Xiang และ Xiao (2014) ได้สร้างทฤษฎีที่เป็นเงื่อนไข 
ที่เพียงพอเพ่ือวิเคราะห์การมีเสถียรภาพเชิงเส้นก ากับ (asymptotic stability) ของระบบสลับที่มีแต่ระบบย่อย 
ที่ไม่เสถียรทั้งหมด โดยการใช้กฎการสลับเวลาที่ดีพอ ต่อมาในงานวิจัยของ Mao et al., (2019) ได้สร้างทฤษฎี 
ที่เป็นเงื่อนไขที่เพียงพอเพ่ือวิเคราะห์การมีเสถียรภาพแบบเลขชี้ก าลัง (exponential stability) ของระบบสลับที่
มีแต่ระบบย่อยที่ไม่เสถียรทั้งหมด โดยการใช้กฎการสลับเวลาเฉลี่ยที่ดีพอ อย่างไรก็ตาม ทั้งสองงานวิจัยดังกล่าว
ไม่ได้ศึกษาระบบที่เป็นบวกและไม่ได้ประยุกต์ใช้กฎการสลับเวลาที่ดีพอที่ขึ้นกับแต่ละระบบย่อย ส าหรับใน
งานวิจัยของ Feng et al., (2017) ได้สร้างทฤษฎีที่เป็นเงื่อนไขที่เพียงพอเพ่ือวิเคราะห์การมีเสถียรภาพเชิงเส้น
ก ากับของระบบสลับที่เป็นบวกเชิงเส้นที่ประกอบด้วยระบบย่อยที่ไม่เสถียรทั้งหมด โดยการใช้กฎการสลับเวลาที่ดี
พอที่ขึ้นกับแต่ละระบบย่อย ทั้งนี้คุณสมบัติที่ส าคัญของการเป็นระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้น ซึ่งประกอบด้วย
ระบบย่อยที่เสถียรทุกระบบย่อยท างานร่วมกันภายใต้การใช้กฎการสลับเวลาเฉลี่ยที่ดีพอ ได้ถูกศึกษาในงานวิจัย
ของ Zhang et al., (2016) ในขณะที่งานวิจัยของ Dong และTian (2024) ได้ศึกษาระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิง
เส้น ซึ่งประกอบด้วยระบบย่อยที่เสถียรและระบบย่อยที่ไม่เสถียรท างานร่วมกันภายใต้การใช้กฎการสลับเวลา
เฉลี่ยที่ดีพอ อย่างไรก็ตาม ทั้งสองงานวิจัยดังกล่าวไม่ได้ศึกษาในกรณีที่ทุกระบบย่อยเป็นระบบไม่เสถียรและไม่ได้
ประยุกต์ใช้กฎการสลับเวลาที่ดีพอที่ขึ้นกับแต่ละระบบย่อย และเมื่อไม่นานนี้ ในงานวิจัยของ Zhang et al., (2025) 
ไดว้ิเคราะห์การมีเสถียรภาพแบบเลขชี้ก าลังของระบบสลับที่เป็นบวกเชิงเส้น ซึ่งมีแต่ระบบย่อยที่ไม่เสถียรทั้งหมด
ท างานร่วมกันภายใต้การใช้กฎการสลับเวลาที่ดีพอและเวลาที่ดีพอที่ขึ้นกับแต่ละระบบย่อย  
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จากการทบทวนวรรณกรรมทั้งหมดข้างต้น พบว่า ยังไม่มีงานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับการวิเคราะห์เสถียรภาพ
เชิงเส้นก ากับแบบเอกรูปวงกว้างของระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้นที่ประกอบด้วยระบบย่อยที่ไม่เสถียรทั้งหมด
ทุกระบบย่อยท างานร่วมกันภายใต้การเลือกใช้กฎของสัญญาณการสลับที่ขึ้นกับเวลาที่ดีพอที่ขึ้นกับแต่ละระบบ
ย่อย ด้วยเหตุนี้ มันจึงเป็นแรงบันดาลใจให้คณะผู้วิจัยได้จัดท างานวิจัยในหัวข้อดังกล่าว ซึ่งจะได้สรุปเป็นล าดับข้อ 
ดังนี้ 

1) ศึกษาเสถียรภาพเชิงเส้นก ากับแบบเอกรูปวงกว้างของระบบระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้น ซึ่ง
ประกอบด้วยระบบย่อยท่ีไม่เสถียรทั้งหมด  

2) สร้างฟังก์ชันไลปูนอฟแบบร่วมบวก ซึ่งเป็นฟังก์ชันที่มีการเปลี่ยนแปลงตามเวลา (time-varying) และ
ประยุกต์ใช้กฎการสลับเวลาที่ดีพอที่ขึ้นกับแต่ละระบบย่อย ซึ่งเป็นกฎการสลับที่มีความเป็นทั่วไปมากกว่ากฎการ
สลับเวลาที่ดีพอ เนื่องจากทุก ๆ ระบบย่อยจะมีเวลาที่ดีพอของตัวเองที่จะควบคุมระบบสลับหลักให้สามารถ
ท างานได้อย่างมีเสถียรภาพ โดยทั้งสองวิธีการดังกล่าวนี้ได้ถูกบูรณาการเพ่ือสร้างทฤษฎีใหม่ซึ่งเป็นเงื่อนไขที่
เพียงพอเพ่ือรับประกันเสถียรภาพเชิงเส้นก ากับแบบเอกรูปวงกว้างของระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้นที่มีแต่ระบบ
ย่อยท่ีไม่เสถียรทั้งหมดท างานร่วมกัน 

3) เปรียบเทียบกับผลลัพธ์จากงานวิจัยอื่นที่เกี่ยวข้อง พบว่างานวิจัยนี้มีความเป็นทั่วไปมากกว่าผลลัพธ์ใน
งานวิจัยของ Feng et al., (2017) กล่าวคือ ผลลัพธ์ทางทฤษฎีใหม่ที่ได้ถูกสร้างขึ้นจากงานวิจัยนี้ครอบคลุมและ
ประยุกต์ใช้ได้กับทฤษฎีบท 1 ในงานวิจัยของ Feng et al., (2017) แต่ส าหรับผลลัพธ์ในทฤษฎีบท 1 ของ Feng 
et al., (2017) ไม่สามารถประยุกต์ใช้ได้กับงานวิจัยนี้ อีกทั้งยังได้แสดงผลการวิจัยที่เป็นตัวอย่างเชิงตัวเลขเพ่ือ
ยืนยันความถูกต้องและความมีประสิทธิภาพของการวิเคราะห์เชิงทฤษฎีที่ได้ถูกสร้างขึ้นจากงานวิจัยนี้ 
 
วิธีการด าเนินการวิจัย  
 ส าหรับวิธีการด าเนินการวิจัยของงานวิจัยนี้ เริ่มจากการศึกษาลักษณะของแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ที่
เป็นระบบสลับที่ไม่เชิงเส้น ความเป็นบวกและพฤติกรรมการท างานของระบบดังกล่าว โดยได้น าเสนอบทนิยาม
และสมมติฐานที่เก่ียวข้อง ซึ่งจะน าไปสู่การสร้างทฤษฎีใหม่ซึ่งเป็นเงื่อนไขที่เพียงพอเพ่ือยืนยันการมีเสถียรภาพเชิง
เส้นก ากับแบบเอกรูปวงกว้างของระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้นที่ซึ่งประกอบด้วยทุกระบบย่อยเป็นระบบที่ไม่
เสถียร ทั้งนี้ เทคนิคการสร้างฟังก์ชันไลปูนอฟแบบร่วมบวกและการใช้กฎการสลับเวลาที่ดีพอที่ขึ้นอยู่กับแต่ละ
ระบบย่อยได้ถูกประยุกต์ใช้ร่วมกันเพ่ือสร้างข้ึนเป็นทฤษฎีใหม่ของงานวิจัยนี้ 
 

คณะวิจัยได้ศึกษาระบบสลับที่ไม่เชิงเส้นที่อยู่ในรูปของ 
( )( ) ( ( ))tA xfx t t           (1) 

และเงื่อนไขเริ่มต้น 

0 0( )x t x             (2) 
เมื่อ   

1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))T n

nx t x t x t x t   
เป็นเวกเตอร์สถานะที่ขึ้นกับเวลา t  และ 

1 1 2 2( ( )) ( ( ( )), ( ( )),..., ( ( )))T n

n nf x t f x t f x t f x t   
เป็นฟังก์ชันไม่เชิงเส้นของเวกเตอร์สถานะทีข่ึ้นกับเวลา t  ในขณะที่ 

0( ) :[ , ) {1,2,..., }t t N N     
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เป็นฟังก์ชันค่าคงที่แบบแบ่งส่วน (piecewise constant function) ทีซ่ึ่งก าหนดสัญญาณการสลับที่ขึ้นกับเวลา t  
โดย 0t  เป็นเวลาเริ่มต้น และ N  เป็นจ านวนเต็มบวกที่แสดงถึงจ านวนของระบบย่อย และ ( )x t  เป็นอนุพันธ์
อันดับหนึ่งของเวกเตอร์สถานะ ( )x t  เทียบกับเวลา t  นอกจากนี้ ถ้า  t  คือระบบย่อยที่ i  แล้ว iA  เป็น
เมทริกซ์ที่มีสมาชิกเป็นค่าคงตัวส าหรับ i N   

ส าหรับระบบสลับที่ไม่เชิงเส้น (1) ถูกสมมติให้เป็นระบบที่ต่อเนื่องมาจากทางขวาทุกจุดส าหรับล าดับการ
สลับ 0 1 2 10 l lt t t t t          เมื่อ 0l (เซตของจ านวนเต็มบวกที่รวมศูนย์) 
โดยหลักการท างานของระบบสลับที่ไม่เชิงเส้น (1) มีกลไกการท างานคือ เมื่อระบบย่อยที่ ( )lt  หรือระบบย่อย
ที่ i  ถูกเปิดใช้งานเมื่อ 1[ , )l lt t t   และระบบสลับที่ไม่เชิงเส้น (1) จะสลับจากระบบย่อยที่ 1( )lt   หรือ
ระบบย่อยที่ j  ไปยังระบบย่อยที่ i  โดยที่ ,  i j N และ i j   

 บทนิยาม 1 [Zhang et al., (2016)] 
 ระบบสลับที่ไม่เชิงเส้น (1) จะถูกเรียกว่า ระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้น ถ้าส าหรับเงื่อนไขเริ่มต้น 

0 0x  และสัญญาณการสลับที่ขึ้นกับเวลา ( )t  ใด ๆ แล้วท าให้เวกเตอร์สถานะ ( ) 0x t  ส าหรับทุก 

0t t  

 บทนิยาม 2 [Zhang et al., (2016)] 
 ส าหรับเมทริกซท์ี่มีสมาชิกเป็นค่าคงตัว n nA   จะถูกเรียกว่าเมทริกซ์เมตซ์เลอร์ (Metzler matrix) 
ก็ต่อเมื่อสมาชิกนอกแนวทแยงมุมทั้งหมดไม่เป็นลบ 

 สมมติฐาน 1 
 ส าหรับ px   และ 1,2,...,p n  จะได้ว่า ฟังก์ชันไม่เชิงเส้น f  ในระบบสลับที่ไม่เชิงเส้น (1) 

สอดคล้อง 

2 2

1 2( )p p p p px f x x x    

เมื่อ 1 20    และ (0) 0pf   

 อย่างไรก็ตาม ผลการศึกษาในงานวิจัยของ Dong และTian (2024) พบว่า ระบบสลับที่ไม่เชิงเส้น (1) 
ด้วยเงื่อนไขเริ่มต้น 0 0x  และสัญญาณการสลับที่ขึ้นกับเวลา ( )t  ใด ๆ จะมีความเป็นบวกภายใต้
สมมติฐาน 1 ก็ต่อเมื่อ iA  เป็นเมทริกซ์เมตซ์เลอร์ ส าหรับทุก i N  นอกจากนี้ โดยไม่เสียนัยทางคณิตศาสตร์ 
สามารถอ้างจากสมมติฐาน 1 และ 0px   ได้ว่า 1 2( )p p p px f x x    ส าหรับ 1,2,...,p n

1 20    และ (0) 0pf   

 บทนิยาม 3 [Xiang และ Xiao (2014)] 
 ส าหรับฟังก์ชันไม่เชิงเส้น f  ในระบบสลับที่ไม่เชิงเส้น (1) ภายใต้สมมติฐาน 1 และสัญญาณการสลับที่
ขึ้นกับเวลา ( )t  ใด ๆ จะเรียกระบบสลับที่ไม่เชิงเส้น (1) ว่าเป็น 
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1) เสถียรแบบเอกรูป (uniformly stable) หรือ (US) ภายใต้ ( )t  ใด ๆ ถ้า 
0,  ( ) 0     ที่ท าให้ 

2
( ) ,  [0, )x t t     เมื่อ 0 2

x   

2) เสถียรแบบเอกรูปวงกว้าง (global uniformly stable) หรอื (GUS) ภายใต้ ( )t  ใด ๆ ถ้า 
0   ที่ท าให้ 

2
( ) ,  [0, )x t t      

3) เสถียรเชิงเส้นก ากับแบบเอกรูปวงกว้าง (globally uniformly asymptotically stable) หรือ 
(GUAS) ภายใต้ ( )t  ใด ๆ ถ้าระบบสลับที่ไม่เชิงเส้น (1) เป็น GUS และ lim ( ) 0

t
x t


  

 บทนิยาม 4 [Feng et al., (2017)] 
 ส าหรับความยาวระหว่างช่วงเวลาของการสลับต่อเนื่อง ที่ซึ่งระบบย่อยที่ i  ถูกเปิดใช้งาน ถ้ามีค่าคงที่ 

, 0i l   ที่ท าให้ , 1i l l lt t    ส าหรับทุก i N  และ 0l แล้วค่าคงที่ ,i l  จะถูกเรียกว่าเป็น เวลา

ที่ดีพอที่ข้ึนกับแต่ละระบบย่อย (mode-dependent dwell time) หรือ (MDDT) ของระบบสลับที่ไม่เชิงเส้น (1) 

 บทนิยาม 5 [Feng et al., (2017)] 
 ส าหรับระบบสลับที่ไม่เชิงเส้น (1) ก าหนดให้เวลาที่ดีพอที่ข้ึนกับแต่ละระบบย่อย , , ,[ , ]i l i min i max    

เมื่อ , , , ,
0 0

inf ,  supi min i l i max i l
l l

   
 

   และ , ,0 i min i max    ส าหรับทุก  i N  และ 0l

นอกจากนี้ ก าหนดให้ [ , ], ,i min i max   คือ เซตของเทคนิคการสลับทั้งหมดด้วยกฎการสลับเวลาที่ดีพอที่ขึ้นกับ

แต่ละระบบย่อย , , ,[ , ]i l i min i max    ส าหรับทุก  i N  และ 0l  

 สมมติฐาน 2 
 ก าหนดให้ทุกระบบย่อยของระบบสลับที่ไม่เชิงเส้น (1) เป็นระบบย่อยที่ไม่เสถียร 

 เป้าหมายหลักในงานวิจัยนี้คือ การสร้างทฤษฎีทางคณิตศาสตร์ใหม่ที่เป็นเงื่อนไขที่เพียงพอเพ่ือที่จะยืนยัน
การเป็นบวกของระบบสลับที่ไม่เชิงเส้น (1) และการมีเสถียรภาพเชิงเส้นก ากับแบบเอกรูปวงกว้างของระบบสลับที่
ไม่เชิงเส้น (1) ที่ประกอบด้วยระบบย่อยที่ไม่เสถียรทั้งหมด โดยการออกแบบสัญญาณการสลับตามกฎการสลับ
เวลาที่ดีพอที่ข้ึนกับแต่ละระบบย่อย ซึ่งจะได้น าเสนอในทฤษฎีบทต่อไปนี้ 

 ทฤษฎีบท 1 
 ก าหนดให้ระบบสลับที่ไม่เชิงเส้น (1) สอดคล้องกับสมมติฐาน 1 และสมมติฐาน 2  โดยมี iA  เป็น     
เมทริกซ์เมตซ์เลอร์ i N   และก าหนดให้ค่าคงที่ 1 2 ,0 0 1,    ,,  0 ,  0i i i min           

  i N   และ {1,2,3,...}K  ถ้ามีเวกเตอร์ที่เป็นบวก , 0,  ,  }{0,1,2,...,i q i N Kq     

และถ้ามีค่าคงที่ , , ,  i max i min i N     ที่ท าให้เงื่อนไขต่อไปนี้เป็นจริง 

 , 1 ,

,

1 , 2

0
i q i q T i

i n i q

i min

K
A I

  


  

   
  
 

         (3) 
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 , 1 ,

, 1

1 , 2

0
i q i q T i

i n i q

i min

K
A I

  


  





  
  
 

        (4) 

,

2

0T i
i n i KA I






 
 

 
          (5) 

,0 , 0i i j K             (6) 

,ln 0i j j max              (7) 

ส าหรับทุก 0,1,..., 1q K   และ , ,  i j N i j   แล้วระบบสลับที่ไม่เชิงเส้น (1) เป็นบวกและเสถียร
เชิงเส้นก ากับแบบเอกรูปวงกว้าง ภายใต้สัญญาณการสลับตามกฎการสลับเวลาที่ดีพอที่ข้ึนกับแต่ละระบบย่อย  

 บทพิสูจน์ 
 จากบทตั้ง 2 ในงานวิจัยของ Zhang et al., (2016) ได้กล่าวว่า ภายใต้คุณสมบัติของการเป็นฟังก์ชันไม่
เชิงเส้น f  ในระบบสลับที่ไม่เชิงเส้น (นั่นคือ ภายใต้สมมติฐาน 1) แล้วระบบสลับที่ไม่เชิงเส้นเป็นบวกก็ต่อเมื่อ 

iA  เป็นเมทริกซ์เมตซ์เลอร์ i N  ดังนั้น เมื่อก าหนดให้ระบบสลับที่ไม่เชิงเส้น (1) สอดคล้องกับสมมติฐาน 1 
และสมมติฐาน 2  และ iA  เป็นเมทริกซ์เมตซ์เลอร์ i N   โดยบทตั้ง 2 ในงานวิจัยของ Zhang et al., 
(2016) จะได้ว่า เมื่อก าหนดเงื่อนไขเริ่มต้น 0 0x  และสัญญาณการสลับที่ขึ้นกับเวลา ( )t  ใด ๆ ระบบ
สลับที่ไม่เชิงเส้น (1) เป็นบวก 
 ต่อไปจะเป็นการพิสูจน์ว่า ระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้น (1) ซึ่งสอดคล้องกับสมมติฐาน 1 และ
สมมติฐาน 2 มีความเสถียรภาพเชิงเส้นก ากับแบบเอกรูปวงกว้าง ภายใต้สัญญาณการสลับตามกฎการสลับเวลาที่ดี
พอที่ข้ึนกับแต่ละระบบย่อย โดยการสร้างฟังก์ชันไลปูนอฟแบบร่วมบวก 

     ( , ( )) ( ) ( )T

i iV t x t x t t           (8) 

ส าหรับทุก i N  เมื่อฟังก์ชันเวกเตอร์ ( ),  i t i N   ถูกสร้างโดยก าหนดให้ 

1 , , 1[ , ) [ , ) [ , )l l l l i min l i min lt t t t t t t        

และ ,[ , )l l i mint t   ถูกแบ่งออกเป็น K ส่วน โดยมีความยาวเท่ากัน   

,i min

ih
K


  

และ 

, [ , ( 1) )i

l q l i l it qh t q h     

เมื่อ 0 , 00,,   i minl t     ส าหรับทุก i N  และฟังก์ชันเวกเตอร์ ( ),  i t i N   นิยามโดย 
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, , 1 ,

, , 1

(1 ( )) ( ) ,   ,   0,1,..., 1
( )  

,   [ ,

 

)

i

i q i q l q

i

i K l i min l

t t t q K
t

t t t

   


 





     


 




 

โดยที่ 
0 ),  ( l i

i

t t qh
l t

h


 
   ซึ่ง 0 ( ) 1t   และ ,i q  เป็นเวกเตอร์ที่เป็นบวก ส าหรับทุก 

i N  และ {0,1,2,..., }q K  จากนั้นหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันไลปูนอฟแบบร่วมบวก (8) เทียบกับเวลา t  
และจากระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้น (1) จะได้ว่า 

( , ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( )T T T

i i i iV t x t x t t f x t A t    

ส าหรับทุก i N  จากนั้นอาศัยเงื่อนไขของฟังก์ชันไม่เชิงเส้น f  ในสมมติฐาน 1 จะได้ว่า 

1 2

1
( , ( )) ( , ( )) ( ( )) ( ) ( )T T i

i i i i i n iV t x t V t x t f x t t A I t


  
 

  
     

  
 

ส าหรับทุก i N  จากนั้นเมื่อ 
, ,[ , ) i

l q l l i mint t t     จะได้ว่า 

 , 1 ,

,

( )  
i q i q

i

i min

K
t

 




 
  

ดังนั้น 

 

 

, 1 ,

,

1 2 1 , 2

, 1 ,

, 1

1 , 2

1
( ) ( ) (1 ( ))

                                                ( )

i q i qT Ti i
i i n i i n i q

i min

i q i q T i
i n i q

i min

K
t A I t t A I

K
t A I

  
   

    

  
 

  







    
         
     

   
    
   

 

ส าหรับทุก i N  และส าหรับทุก 0,1,..., 1q K   จากนั้นใช้เงื่อนไข (3) และเงื่อนไข (4) จะได้ว่า 

( , ( )) ( , ( ))i i iV t x t V t x t  

ส าหรับ 
1

, ,

0

[ , )
K

i

l q l l i min

q

t t t 




   จากนั้นเมื่อพิจารณา , 1[ , )l i min lt t t    จะได้ว่า 

,

1 2 2

1
( ) ( )T Ti i

i i n i i n i Kt A I t A I
 

  
  

   
      
   
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จากนั้นใช้เงื่อนไข (5) จะได้ว่า 

( , ( )) ( , ( ))i i iV t x t V t x t  

ส าหรับ , 1[ , )l i min lt t t    ดังนั้น 

( , ( )) ( , ( ))i i iV t x t V t x t  

ส าหรับ 1[ , )l lt t t   เมื่อ 0l  จากนั้นท าการปริพันธ์บนช่วง [ , )lt t  จะได้ว่า 

( )
( , ( )) e ( , ( ))

t ti l
i i l lV t x t V t x t

 
           (9) 

จากนั้นใช้เงื่อนไข (6) จะได้ว่า 

( ) ( )i l i j lt t            (10) 

ส าหรับ ,  i j N และ i j  จากฟังก์ชันไลปูนอฟแบบร่วมบวก (8) และอสมการเวกเตอร์ (10) จะได้ว่า 

( , ( )) ( , ( ))i l l i j l lV t x t V t x t           (11) 

ส าหรับ ,  i j N และ i j  จากนั้นใช้อสมการ (9) และอสมการ (11) จะได้ว่า 

( )( )

( ) ( )

( )( )

( ) ( )1

( ) ( )( ) ( ) 11
( ) ( ) 1 11

( , ( )) e ( , ( ))

                    e ( , ( ))

                     < e e ( , ( ))

t tt ll
t t l ll l

t tt ll
t t l ll l

t t t tt l t l ll l
t t l ll l

V t x t V t x t

V t x t

V t x t



 



 

  

 







  



  
 



  

ท าเช่นนี้ไปเรื่อย ๆ จะได้ว่า 

1
( ) ( )( ) ( ) 1

( ) ( ) ( ) 0 01 0
0

( , ( )) e ( , ( ))
l

t t t tt l t k kl k
t t tl k

k

V t x t e V t x t
  

  


 




 
  

 
  

ดังนั้น 

1
( ) ( ), ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) 0 01 0
0

( , ( )) e e ( , ( ))
l

t t max t t maxl l k k
t t tl k

k

V t x t V t x t
      

  





 
  

 
  

จากนั้นอาศัยเงื่อนไข (7) จะได้ว่า 

,e 1j j max

i

 
           (12) 

ส าหรับ ,  i j N และ i j  ดังนั้น 
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( ) ( ),

( ) ( ) 0 00
( , ( )) e ( , ( ))

t t maxl l
t tl

V t x t V t x t
  

   

ต่อจากนั้น ก าหนดให้  maxi N iX  และ  ,maxi N i maxT   จะได้ว่า 

( ) ( ) 0 00
( , ( )) e ( , ( ))XT

t tl
V t x t V t x t          (13) 

และก าหนดให้เวลาเริ่มต้น 0 0t   จากฟังก์ชันไลปูนอฟแบบร่วมบวก (8) จะได้ว่า 

{0,1,2,...

(0) (0), 0 2
, }

2
(0, (0))

K

V x n x  





         (14) 

และ 

( )2
( ) ( , ( ))tl

x t V t x t           (15) 

เมื่อ  {0,1,2,. ,( }, .) ,.min ( )a N bKb a     จากอสมการ (13), (14) และ (15) จะได้ว่า 

02 2
( ) eXTx t x          (16) 

เมื่อ 
1

(0),

{
2

0, ,2,..., }K

n
 




 

    ส าหรับ 0t   ต่อจากนั้น ส าหรับทุก 0  เราสามารถเลือก 

0 2
( )

eXT
x  


 

ดังนั้น 

2
( )x t   

ส าหรับ 0t   นั่นคือ ระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้น (1) ที่ประกอบด้วยระบบย่อยที่ไม่เสถียรทั้งหมด มีความ
เสถียรภาพแบบเอกรูปภายใต้กฎการสลับเวลาที่ดีพอที่ข้ึนกับแต่ละระบบย่อย  

 อย่างไรก็ตาม ส าหรับการจะพิสูจน์ว่า lim ( ) 0
t

x t


  จะคล้ายกับการพิสูจน์ในงานวิจัยของ Feng et 

al., (2017) ซึ่งจะขอละไว้ ดังนั้น ระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้น (1) ที่ประกอบด้วยระบบย่อยที่ไม่เสถียรทั้งหมด 
มีความเสถียรภาพเชิงเส้นก ากับแบบเอกรูปวงกว้างภายใต้กฎการสลับเวลาที่ดีพอที่ขึ้นกับแต่ละระบบย่อย  
 
ผลการวิจัย  

เพ่ือแสดงให้เห็นว่า ทฤษฎีบท 1 ที่ได้สร้างขึ้นในหัวข้อที่ผ่านมานั้นมีความถูกต้อง นอกจากนี้ คณะผู้วิจัย
แสดงตัวอย่างเชิงตัวเลข ดังนี้  
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ตัวอย่าง 1 ก าหนดให้ระบบสลับที่ไม่เชิงเส้น (1) ที่ประกอบด้วยสองระบบย่อยที่ไม่เสถียรทั้งหมด คือ  
ระบบย่อยที่หนึ่ง 

1
0

0.06

0.

2.5

.206
A

 
  
 

 

ระบบย่อยที่สอง 

2
1

0.05

0.0

0.1

55 .
A



 
  
 

 

ฟังก์ชันไม่เชิงเส้น 

2

0.1 ( )
( ( )) ( )

( ) 1

p

p p p

p

x t
x tf x t

x t
 


 

ส าหรับ 1,2p   จากฟังก์ชันไม่เชิงเส้นข้างต้นและสมมติฐาน 1 เราจะก าหนดให้ 1 1   และ 2 1.1   
นอกจากนี้ จะเห็นได้ชัดว่า ทั้งเมทริกซ์ 1A  และ 2A  ที่ได้ให้ไว้ข้างต้นเป็นเมทริกซ์เมตซ์เลอร์ ดังนั้น ระบบสลับที่
ไม่เชิงเส้น (1) ซึ่งประกอบด้วยสองระบบย่อย เป็นระบบที่เป็นบวก  
 เพ่ือที่จะแสดงว่า ทั้งสองระบบย่อยของระบบสลับที่ไม่เชิงเส้น (1) เป็นระบบย่อยท่ีไม่เสถียร จึงก าหนดให้ 

0

3

6
x

 
  
 

 เป็นเวกเตอร์สถานะเริ่มต้นของระบบสลับที่ไม่เชิงเส้น (1) และพิจารณาจากรูปที่ 1 และรูปที่ 2 

 

 
       

รูปที่ 1 แสดงแนววิถีสถานะของระบบย่อยที่หนึ่ง 
 

 
 

รูปที่ 2 แสดงแนววิถีสถานะของระบบย่อยที่สอง 
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 จากรูปที่ 1 และรูปที่ 2 ข้างต้น แสดงให้เห็นว่า เมื่อก าหนดเวกเตอร์สถานะเริ่มต้นดังกล่าว ซึ่งสอดคล้อง
กับการก าหนดให้เป็นเงื่อนไขเริ่มต้น 0 0x  ใด ๆ แล้วเมื่อเวลาผ่านไปหรือเวลาเพ่ิมขึ้น ได้ส่งผลให้แนววิถี
สถานะของระบบย่อยที่หนึ่ง (โดยเฉพาะเส้นประสีแดง) และระบบย่อยที่สอง (โดยเฉพาะเส้นทึบสีน้ าเงิน) มี
พฤติกรรมลู่ออกอย่างเห็นได้ชัด ดังนั้น ทั้งระบบย่อยที่หนึ่งและระบบย่อยที่สองเป็นบวกและไม่เสถียร  

ต่อจากนั้น เมื่อก าหนดให้ค่าพารามิเตอร์ 

1 2 1 2 1, 2,1,  0.55,  0.54,  0.41,  0.2,  1,  2min minK              

ซึ่งเป็นการก าหนดค่าพารามิเตอร์เป็นค่าคงที่ใด ๆ ที่สอดคล้องกับเงื่อนไขทั้งหมดในทฤษฎีบท 1 และจะได้ว่า      
มีเวกเตอร์ที่เป็นบวก 

1,0 1,1 2,0 2,1

36.6
,

325 131.7954
,   ,   

70.8586 66.6862

57.0269 59.0737 31.5394 105.1124
      

       
          
       

 

และมีค่าคงที่ 1, 1.5max   และ 2, 2.5max   ที่ท าให้เงื่อนไข (3) – (7) ในทฤษฎีบท 1 เป็นจริงทั้งหมด 

ดังนั้น โดยทฤษฎีบท 1 จึงสรุปได้ว่า ระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้น (1) ซ่ึงประกอบด้วยสองระบบย่อยที่ไม่เสถียร
ทั้งคู่ มีความเสถียรภาพเชิงเส้นก ากับแบบเอกรูปวงกว้างภายใต้กฎการสลับเวลาที่ดีพอที่ขึ้นกับแต่ละระบบย่อย 
โดยทีร่ะบบย่อยที่หนึ่ง คือ 

 1,1.5
  และระบบย่อยที่สอง คือ 

 2,2.5
  ซึ่งจะเห็นได้ชัดจากรูปที่ 3 ดังนี้ 

 

 
รูปที่ 3 แสดงแนววิถีสถานะของระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้น (1) ซึ่งประกอบด้วยสองระบบย่อยที่ไม่เสถียร  
         ทั้งคู่ท างานร่วมกันภายใต้กฎการสลับเวลาที่ดีพอที่ขึ้นกับแต่ละระบบย่อย  1,1.5

 และ  2,2.5
  

 

 จากรูปที่ 3 แสดงให้เห็นถึงผลลัพธ์เชิงตัวเลขของตัวอย่าง 1 นี้ว่า กฎการสลับเวลาที่ดีพอที่ข้ึนอยู่กับแต่ละ
ระบบย่อย โดยที่ระบบย่อยที่หนึ่ง คือ 

 1,1.5
  และระบบย่อยที่สอง คือ 

 2,2.5
  แล้วเมื่อเวลาผ่านไปหรือเวลา

เพ่ิมขึ้น ได้ส่งผลให้แนววิถีสถานะของระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้น (1) มีพฤติกรรมลู่เข้าอย่างเห็นได้ชัด นั่นคือ 
ระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้น (1) ซึ่งประกอบด้วยสองระบบย่อยที่ไม่เสถียรทั้งคู่ท างานร่วมกัน มีความ
เสถียรภาพเชิงเส้นก ากับแบบเอกรูปวงกว้างภายใต้กฎการสลับเวลาที่ดีพอที่ขึ้นกับแต่ละระบบย่อยทั้งสองดังกล่าว 
ดังนั้น ผลลัพธ์เชิงตัวเลขของตัวอย่าง 1 สอดคล้องและเป็นไปตามผลลัพธ์ของทฤษฎีบท 1 ในงานวิจัยนี้ 
 
วิจารณ์ผล 

จากผลการวิจัยในตัวอย่าง 1 ข้างต้น โดยเฉพาะรูปที่ 3 พบว่า แนววิถีสถานะของระบบสลับที่เป็นบวกไม่
เชิงเส้น (1) เกิดจากการใช้กฎการสลับเวลาที่ดีพอที่ขึ้นอยู่กับแต่ละระบบย่อย โดยที่ระบบย่อยที่หนึ่ง คือ  1,1.5

  
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และระบบย่อยที่สอง คือ 
 2,2.5

  กล่าวคือ ระบบย่อยที่หนึ่งจะท างานในช่วงเวลาต่ าสุดเป็น 1.0 และสูงสุดไม่

เกิน 1.5 ในขณะที่ระบบย่อยที่สองจะท างานในช่วงเวลาต่ าสุดเป็น 2.0 และสูงสุดไม่เกิน 2.5 ซึ่งในตัวอย่าง 1 
ข้างต้นนี้ได้เริ่มต้นจากให้ระบบย่อยที่หนึ่งท างานจนถึงเวลาเป็น 1.5 และได้สลับมาให้ระบบย่อยที่สองท างานต่อ
จากระบบย่อยที่หนึ่งจนกระทั่งถึงเวลาเป็น 4.0 และได้สลับกลับไปให้ระบบย่อยที่หนึ่งท างานต่อ โดยการสลับการ
ท างานกันระหว่างระบบย่อยทั้งสองนี้ได้อยู่ภายใต้ช่วงเวลาที่ดีพอที่ขึ้นอยู่กับแต่ละระบบย่อยดังกล่าวจนกระทั่ง   
สิ้นสุดที่เวลาเป็น 20.0 พบว่า แนววิถีสถานะของระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้น (1) ในตัวอย่าง 1 นี้มีพฤติกรรม  
ลู่เข้าอย่างเห็นได้ชัด อย่างไรก็ตาม ค่าของฟังก์ชันไลปูนอฟแบบร่วมบวกมีการเพ่ิมขึ้นในช่วงเวลาที่แต่ละระบบ
ย่อยท างาน เนื่องมาจากที่แต่ละระบบย่อยเป็นระบบที่ไม่เสถียร แต่การเพิ่มขึ้นของฟังก์ชันไลปูนอฟแบบร่วมบวกนี้
จะถูกชดเชยโดยกฎการสลับเวลาที่ดีพอที่ขึ้นอยู่กับแต่ละระบบย่อยที่ได้ถูกออกแบบไว้ดังกล่าวข้างต้น ดังนั้น การ
ลดลงของเวกเตอร์สถานะจึงเกิดขึ้นที่จุดเวลาที่มีการสลับการท างานกันระหว่างระบบย่อยทั้งสอง ซึ่งสอดคล้องกับ
เงื่อนไข (6) ในทฤษฎีบท 1 และอสมการเวกเตอร์ (10) ของบทพิสูจน์ในทฤษฎีบท 1 และท้ายที่สุดค่าของ
ฟังก์ชันไลปูนอฟแบบร่วมบวกได้ลู่เข้าสู่ศูนย์เมื่อสิ้นสุดเวลา ดังนั้น ระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้น (1) ซึ่ง
ประกอบด้วยสองระบบย่อยที่ไม่เสถียรทั้งคู่ท างานร่วมกัน มีความเสถียรภาพเชิงเส้นก ากับแบบเอกรูปวงกว้าง
ภายใต้กฎการสลับเวลาที่ดีพอที่ขึ้นกับแต่ละระบบย่อยทั้งสองดังกล่าว ซึ่งผลลัพธ์เชิงตัวเลขของตัวอย่าง 1 
สอดคล้องและเป็นไปตามผลลัพธ์ของทฤษฎีบท 1 ในงานวิจัยนี้ 

นอกจากนี้ เมื่อเปรียบเทียบกับระบบที่ถูกศึกษาในงานวิจัยของ Feng et al., (2017) ภายใต้กฎการสลับ
เวลาที่ดีพอที่ขึ้นกับแต่ละระบบย่อยเดียวกัน พบว่า ระบบสลับ (1) ที่ศึกษาในงานวิจัยนี้เป็นระบบไม่เชิงเส้น 
ในขณะที่ระบบที่พิจารณาในงานวิจัยของ Feng et al., (2017) เป็นระบบเชิงเส้น และเป็นที่น่าสังเกตได้ว่า   
ทฤษฎีบท 1 ของงานวิจัยนี้ ครอบคลุมทฤษฎีบท 1 ในงานวิจัยของ Feng et al., (2017) กล่าวคือ ถ้าก าหนดให้
ค่าคงที่ 1 2 1    ของทฤษฎีบท 1 ในงานวิจัยนี้ แล้วเงื่อนไขทั้งหมด (3) – (7) ของทฤษฎีบท 1 เหมือนกับ
เงื่อนไขทั้งหมดของทฤษฎีบท 1 ในงานวิจัยของ Feng et al., (2017) ดังนั้น ผลลัพธ์ทางทฤษฎีในงานวิจัยนี้จึงมี
ความเป็นทั่วไปมากกว่าผลลัพธ์ในงานวิจัยของ Feng et al., (2017) ซึ่งสามารถเห็นได้ชัดจากตัวอย่างเชิงตัวเลขที่
ได้ถูกน าเสนอไว้ในหัวข้อก่อนหน้านี้ นั่นคือ ผลลัพธ์ทางทฤษฎีในงานวิจัยนี้สามารถประยุกต์ใช้ได้กับผลลัพธ์ใน
งานวิจัยของ Feng et al., (2017) เพียงก าหนดให้ค่าพารามิเตอร์ 1 2 1    ของทฤษฎีบท 1 ในงานวิจัยนี้ 
เพ่ือให้ระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้นกลายเป็นระบบสลับที่เป็นบวกเชิงเส้น แต่อย่างไรก็ตาม ผลลัพธ์ในงานวิจัย
ของ Feng et al., (2017) ไม่สามารถประยุกต์ใช้ได้กับงานวิจัยนี้  เพราะระบบสลับที่ถูกศึกษาในงานวิจัยของ 
Feng et al., (2017) เป็นระบบสลับที่เป็นบวกเชิงเส้น จึงไม่สามารถที่จะก าหนดให้มีค่าพารามิเตอร์ของการเป็น
ฟังก์ชันไม่เชิงเส้น f  ในระบบสลับ (1) ได ้
 
สรุปผล 

คณะผู้วิจัยได้ศึกษาเสถียรภาพของระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้นที่ซึ่งประกอบด้วยระบบย่อยที่ไม่เสถียร
ทั้งหมดท างานร่วมกัน โดยอาศัยการสร้างฟังก์ชันไลปูนอฟแบบร่วมบวกและกฎการสลับเวลาที่ดีพอที่ขึ้นกับแต่ละ
ระบบย่อย ทั้งนี้คณะผู้วิจัยได้น าเสนอทฤษฎีทางคณิตศาสตร์ใหม่ซึ่งเป็นเงื่อนไขที่เพียงพอเพ่ือยืนยันการมี
เสถียรภาพเชิงเส้นก ากับแบบเอกรูปวงกว้างของระบบที่ศึกษา และคณะผู้วิจัยได้เปรียบเทียบกับผลลัพธ์จาก
งานวิจัยของ Feng et al., (2017) พบว่า งานวิจัยนี้มีความเป็นทั่วไปและสามารถประยุกต์ใช้งานได้มากกว่า
ผลลัพธ์ในงานวิจัยของ Feng et al., (2017) ซึ่งสามารถเห็นได้ชัดจากตัวอย่างเชิงตัวเลขที่ได้ถูกน าเสนอไว้ใน
หัวข้อผลการวิจัยและวิจารณ์ผล ดังนั้น ผลลัพธ์ทั้งหมดที่ได้จากงานวิจัยนี้แสดงให้เห็นว่า ฟังก์ชันไลปูนอฟแบบ
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ร่วมบวกและกฎการสลับที่ได้ถูกน าเสนอสามารถรับประกันการมีเสถียรภาพเชิงเส้นก ากับแบบเอกรูปวงกว้างของ
ระบบสลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้นที่มีแต่ระบบย่อยที่ไม่เสถียรทั้งหมดท างานร่วมกัน และมีความเป็นทั่วไปมากกว่าวิธี
ที่มีอยู่ในวรรณกรรมเดิม นอกจากนี้ ส าหรับงานวิจัยที่จะท าต่อไปในอนาคตสามารถต่อยอดไปสู่หัวข้อของระบบ
สลับที่เป็นบวกไม่เชิงเส้นที่มีตัวรบกวน (disturbance) และขยายไปสู่การออกแบบตัวควบคุม (controller) ให้แก่
ระบบอีกด้วย 
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