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การใช้รูปแบบ Van Hiele ในการพฒันาการเรียนการสอนการพสูิจน์ทางเรขาคณติ 
ส�ำหรับนักเรียนช้ันมธัยมศึกษาปีที ่3
Using Van Hiele model to develop instruction in geometric proof  
for mathayomsuksa three students
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The development in Van Hiele levels of thinking was investigated to  
study mathematical learning achievement, and the geometric proof  
ability of mathayomsuksa three students. Purposive sampling was used  
to  se lec t  the  samples-44 mathayomsuksa  three  s tudents  a t  
Ratchananthachan Samsenwittayalai 2 School, Bangkok in the  
second semester of the 2015 academic year and 60 mathayomsuksa  
three students at Surasakmontree School, Bangkok in the first semester  
of the 2016 academic year. The research instruments were lesson  
plans, mathematical learning achievement tests with a reliability score  
of .82, geometric proof ability tests, Van Hiele levels of thinking test,  
and record forms after using learning management. The results revealed 
that: 1) mathayomsuksa three students had development in Van Hiele  
level 3 of thinking at more than 60 percent (68.33%); 2) mathayomsuksa 
three students had mathematical learning achievement on reasoning  
about triangles and quadrilaterals at more than 60 percent of criteria 
(69.50%); 3) and mathayomsuksa three students had geometric proof  
ability after using the instructional model in geometric proof at more than 
60 percent of criteria (68.68%).
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บทคดัย่อ

	 วตัถุประสงคข์องการวจิยัคร้ังน้ี 1) ศึกษาพฒันาการใน

ระดบัขั้นการคิดทางเรขาคณิตของ Van Hiele 2) ศึกษาผลสมัฤทธ์ิ

ทางการเรียนคณิตศาสตร์ และ 3) ศึกษาความสามารถในการพสูิจน์

ทางเรขาคณิต ของนกัเรียนชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3 กลุ่มตวัอยา่ง

เป็นนักเรียนชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3 โรงเรียนราชนันทาจารย ์

สามเสนวทิยาลยั 2 กรุงเทพมหานคร ท่ีศึกษาอยูใ่นภาคเรียนท่ี 2 

ปีการศึกษา 2558 จ�ำนวน 44 คน และนกัเรียนชั้นมธัยมศึกษา 

ปีท่ี 3 โรงเรียนสุรศกัด์ิมนตรี กรุงเทพมหานคร ท่ีศึกษาอยูใ่น

ภาคเรียนท่ี 1 ปีการศึกษา 2559 จ�ำนวน 60 คน ซ่ึงไดม้าจาก 

การเลือกแบบเจาะจง เคร่ืองมือท่ีใชใ้นการวจิยั คือ แผนการจดั 

การเรียนรู้ แบบทดสอบวดัผลสมัฤทธ์ิทางการเรียนคณิตศาสตร์ 

ซ่ึงมีค่าความเท่ียง 0.82 แบบวดัความสามารถในการพิสูจนท์าง

เรขาคณิต แบบวดัระดบัขั้นการคิดทางเรขาคณิตของ Van Hiele 

และแบบบนัทึกหลงัการจดัการเรียนรู้ ผลการวิจยัปรากฏว่า  

1) นกัเรียนชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3 มีพฒันาการในระดบัขั้นการคิด

ทางเรขาคณิตของ Van Hiele อยูใ่นระดบั 3 มากกวา่ 60 เปอร์เซ็นต ์

โดยมีจ�ำนวนนักเรียนคิดเป็น ร้อยละ 68.33 2) ผลสัมฤทธ์ิ

ทางการเรียนคณิตศาสตร์ของนักเรียนชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3 

เร่ืองการให้เหตุผลเก่ียวกับรูปสามเหล่ียมและรูปส่ีเหล่ียม  

หลงัการเรียนสูงกวา่เกณฑ ์60 เปอร์เซ็นต ์โดยมีคะแนนคิดเป็น

ร้อยละ 69.50 3) นกัเรียนชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3 มีความสามารถ

ในการพสูิจนท์างเรขาคณิต หลงัการใชรู้ปแบบการเรียนการสอน

การพสูิจนท์างเรขาคณิต สูงกวา่เกณฑ ์60 เปอร์เซ็นต ์โดยมีคะแนน

คิดเป็นร้อยละ 68.68 

ค�ำส�ำคัญ: การพิสูจน์ทางเรขาคณิต รูปแบบการเรียนการสอน 

ระดบัขั้นของ Van Hiele

บทน�ำ

	 หลกัสูตรแกนกลางการศึกษาขั้นพื้นฐาน พุทธศกัราช 

2551 ไดร้ะบุการให้เหตุผล ตลอดจนการพิสูจน์ เป็นหน่ึงใน

ทกัษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์ โดยสถาบนัส่งเสริม

การสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี (2555ก) ได้กล่าวว่า 

การใหเ้หตุผลเป็นทกัษะและกระบวนการท่ีส่งเสริมใหน้กัเรียน

รู้จกัคิดอยา่งมีเหตุผล คิดอยา่งเป็นระบบ สามารถวเิคราะห์ปัญหา

และสถานการณ์ไดอ้ย่างถ่ีถว้นรอบคอบ สามารถคาดการณ์ 

วางแผน ตดัสินใจ และแกปั้ญหาไดอ้ยา่งถูกตอ้งเหมาะสม การคิด

อยา่งมีเหตุผลเป็นเคร่ืองมือส�ำคญัท่ีนกัเรียนสามารถน�ำติดตวั

ไปใชใ้นการพฒันาตนเองในการเรียนรู้ส่ิงใหม่ๆ ในการท�ำงาน

และการด�ำรงชีวติ ดงันั้น การคิดอยา่งมีเหตุผลจึงเป็นหวัใจส�ำคญั

ของการสอนคณิตศาสตร์ นอกจากน้ียงัมีงานวจิยัเป็นจ�ำนวนมาก

ท่ียืนยนัว่า การสอนให้นักเรียนเรียนดว้ยความเขา้ใจอย่างมี

เหตุผล ดีกวา่การสอนแบบใหจ้ดจ�ำ การสอนคณิตศาสตร์อยา่ง

เป็นเหตุเป็นผลจะท�ำใหน้กัเรียนมีเจตคติท่ีดีต่อวชิาคณิตศาสตร์ 

สามารถจดจ�ำไดดี้และนานกวา่เดิม

	 นอกจากน้ี National  Council  of Teachers of 

Mathematics (NCTM, 2000) ได้ระบุว่าการให้เหตุผลและ 

การพิสูจน์ควรเป็นส่วนหน่ึงในประสบการณ์การเรียนรู้ทาง

คณิตศาสตร์ของนกัเรียนตั้งแต่ระดบัปฐมวยั (Prekindergarten) 

จนถึงชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 6 (grade 12) ซ่ึงในการจดัการเรียน

การสอน นักเรียนต้องมีความสามารถดังน้ี เห็นคุณค่าของ 

การให้เหตุผลและการพิสูจน์เช่นเดียวกบัพ้ืนฐานท่ีคาดหวงั

ของคณิตศาสตร์ สร้างและสืบเสาะขอ้ความทางคณิตศาสตร์ 

พฒันาและประเมินการอา้งเหตุผลและการพสูิจนท์างคณิตศาสตร์ 

เลือกและใชรู้ปแบบการให้เหตุผลและวิธีการพิสูจน์ไดอ้ย่าง

หลากหลาย การท่ี NCTM หรือ สภาครูคณิตศาสตร์แห่งชาติ

ของสหรัฐอเมริกา ไดก้�ำหนดการให้เหตุผลและการพิสูจน์ไว้

ในหนงัสือหลกัและมาตรฐานส�ำหรับคณิตศาสตร์ในโรงเรียน 

และสถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลย ี

(สสวท.) ไดร้ะบุไวใ้นหลกัสูตรแกนกลางการศึกษาขั้นพื้นฐาน 

พุทธศกัราช 2551 สาระท่ี 6 การใหเ้หตุผลและการพิสูจน์เป็น

ดา้นหน่ึงในทกัษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์ เน่ืองดว้ย

การพิสูจน์เป็นส่ิงจ�ำเป็นส�ำหรับคณิตศาสตร์ เพราะการพิสูจน์

จะแสดงใหเ้ห็นถึงเหตุผลท่ีจะยนืยนัวา่ความรู้ทางคณิตศาสตร์

นั้นจริงหรือไม่ ขณะท่ีทกัษะการให้เหตุผลและการเรียบเรียง

เหตุผลเป็นส่ิงท่ีจ�ำเป็นในการพิสูจน์ อีกทั้ งเป็นการเพิ่มพูน

ทักษะการคิดวิเคราะห์รวมทั้ งท�ำให้เกิดข้อค้นพบเก่ียวกับ 

ความจริงทางคณิตศาสตร์ มีวิธีการพิสูจน์หลายวิธีท่ีน�ำไปสู่ 

ข้อสรุปทางคณิตศาสตร์ การพิสูจน์เหมือนเกมฝึกสมองท่ี

สามารถท�ำใหส้นุกและไดพ้บความจริง (Donna, 2012) แต่ใน

การพิสูจน์ทางเรขาคณิตมกัพบปัญหาว่า นกัเรียนไม่สามารถ

เร่ิมตน้การพิสูจน์ได ้ตั้งแต่ไม่สามารถสร้างรูปเรขาคณิตตาม

เง่ือนไขของโจทย ์ไม่ทราบวา่โจทยต์อ้งการอะไร และไม่สามารถ

น�ำความรู้ท่ีเรียนมาแลว้มาใชไ้ด ้ดงันั้น ครูควรใช้ค �ำถามให้

นักเรียนวิเคราะห์ยอ้นกลบัจากส่ิงท่ีตอ้งการพิสูจน์ไปสู่ส่ิงท่ี

โจทยก์�ำหนดให้ (สถาบนัส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และ
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เทคโนโลย,ี 2555ข) ซ่ึงสอดคลอ้งกบั Golzy (2008) ท่ีไดก้ล่าววา่ 

การพสูิจนเ์ป็นส่ิงส�ำคญัในการเรียนรู้คณิตศาสตร์ แต่กเ็ป็นเร่ืองยาก

ท่ีจะสอนนกัเรียนและมกัมีปัญหาในการเร่ิมตน้การพิสูจน ์และ 

Lee (2011) ไดก้ล่าววา่ นกัเรียนมีความยากล�ำบากในการใหเ้หตุผล

ท่ีมีความหมายเชิงตรรกะ และการพิสูจนท์างคณิตศาสตร์ ส่วน 

Bieda (2010) ไดก้ล่าวไวใ้นบทความวจิยัวา่ การอภิปรายเก่ียวกบั

วชิาคณิตศาสตร์ในโรงเรียน บ่อยคร้ังท่ีมีการพดูถึงความส�ำคญั

ของการให้เหตุผลและการพิสูจน์ เพื่อเป็นการสร้างความรู้

ความเขา้ใจของนกัเรียนดา้นคณิตศาสตร์ แต่ถึงอยา่งไรก็ตาม 

ยงัมีงานวิจัยจ�ำนวนน้อยท่ีตรวจสอบว่าครูออกแบบงานให้

นกัเรียนไดล้งมือปฏิบติัอยา่งไร เพือ่ส่งเสริมนกัเรียนในการแสดง

เหตุผลและพิสูจน์ในชั้นเรียน แมว้่าจะมีงานเขียนอยู่มากมาย 

เร่ืองความสามารถของนกัเรียนในการสร้างและท�ำความเขา้ใจ

เก่ียวกบัการตรวจสอบความถูกตอ้ง แต่ก็ยงัมีความรู้นอ้ยมาก

เก่ียวกบัการใชค้วามรู้ความช�ำนาญอยา่งไรในการแสดงเหตุผล 

และการพิสูจนใ์นการสอนคณิตศาสตร์ในโรงเรียน

	 จากการศึกษาเอกสารและงานวจิยัท่ีเก่ียวขอ้ง ท�ำใหผู้ว้จิยั

ทราบวา่การเรียนการสอนเก่ียวกบัการใหเ้หตุผลและการพสูิจน ์

ซ่ึงเป็นส่วนหน่ึงในทกัษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์  

ยงัเป็นปัญหาส�ำหรับนกัเรียน ฉะนั้นการท่ีจะพฒันานกัเรียนใน

ดา้นน้ี จ�ำเป็นตอ้งพฒันารูปแบบการเรียนการสอนอย่างเป็น

ระบบ และต่อเน่ืองบนพื้นฐานของทฤษฎีการเรียนรู้ หลกัการ 

แนวคิดการจดัการเรียนการสอน ซ่ึงระบบการเรียนการสอนท่ี

ผูว้จิยัใชเ้ป็นแนวทางในการพฒันารูปแบบการเรียนการสอนนั้น

จะมีความเก่ียวเน่ืองสัมพนัธ์กัน โดยเร่ิมจากการวิเคราะห์  

การออกแบบ การพฒันา การน�ำไปใช ้และการประเมินผล 

	 เน่ืองจากการเรียนการสอนเป็นทั้ งศาสตร์และศิลป์ 

การท่ีนกัเรียนจะเขา้ใจเน้ือหาสาระท่ีครูสอนหรือไม่ ข้ึนอยูก่บั

การออกแบบการเรียนการสอนของครู ฉะนั้นไม่วา่กาลเวลาจะ

เปล่ียนแปลงไปอยา่งไร ครูยงัคงเป็นผูท่ี้ตอ้งประสิทธ์ิประสาท

ความรู้ให้กบันกัเรียน แต่วิธีการและเทคนิคจะแตกต่างกนัไป

ตามเน้ือหา ท่ีจะสอน และเพื่อให้การเรียนการสอนเรขาคณิต

โดยเฉพาะอยา่งยิง่การใหเ้หตุผลและการพิสูจนซ่ึ์งเป็นส่ิงท่ียาก

ส�ำหรับนกัเรียนมาทุกยุคทุกสมยั มีความน่าสนใจ น่าติดตาม 

น่าต่ืนเตน้ ทา้ทาย และง่ายต่อการเรียนรู้ ผูว้จิยัจึงพฒันารูปแบบ

การเรียนการสอนการพิสูจน์ทางเรขาคณิต ส�ำหรับนักเรียน 

ชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3 เพื่อให้นักเรียนสามารถให้เหตุผลใน 

การพิสูจนท์างเรขาคณิตไดอ้ยา่งถูกตอ้ง และสามารถน�ำความรู้

ไปใชใ้นชีวติประจ�ำวนัไดอ้ยา่งมีประสิทธิภาพ

วตัถุประสงค์

	 1.	 ศึกษาพฒันาการในระดบัขั้นการคิดทางเรขาคณิตของ 

Van Hiele ของนกัเรียนชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3 

	 2.	 ศึกษาผลสัมฤทธ์ิทางการเรียนคณิตศาสตร์ของ

นกัเรียนชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3

	 3.	 ศึกษาความสามารถในการพิสูจนท์างเรขาคณิตของ

นกัเรียนชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3

การตรวจเอกสาร

ระดบัขัน้การคดิทางเรขาคณติของ Van Hiele

	 รูปแบบของ Van Hiele ประกอบดว้ยระดบัขั้นการคิด

จากง่ายไปยากหรือสลบัซบัซอ้นมากข้ึน ดงัรายละเอียดต่อไปน้ี 

(สิริพร, 2532)

	 ขั้น 0 หรือขั้นพ้ืนฐาน : การมองเห็น (Visualization) 

นกัเรียนสามารถบอกช่ือรูปภาพท่ีมองเห็น เช่น รูปส่ีเหล่ียมจตุัรัส 

แต่ในขั้นน้ีนกัเรียนไม่สามารถบอกคุณลกัษณะส่วนยอ่ยได ้

	 ขั้น 1 : การวเิคราะห์ (Analysis) นกัเรียนสามารถวเิคราะห์

ความคิดรวบยอดเก่ียวกบัรูปเรขาคณิตสองมิติไดช้ดัเจนมากข้ึน

กว่าขั้นพ้ืนฐาน สามารถบอกสมบติัของรูปเรขาคณิตสองมิติ 

เช่น รูปส่ีเหล่ียมจตุัรัส เป็นรูปส่ีเหล่ียมท่ีมีดา้นทั้งส่ียาวเท่ากนั

และมุมทุกมุมเป็นมุมฉาก	

	 ขั้น 2 : การพิสูจน์อย่างไม่เป็นแบบแผน (Informal 

Deduction) นกัเรียนสามารถบอกรายละเอียดปลีกยอ่ย เก่ียวกบั

สมบติัของรูปต่างๆ ทางเรขาคณิต สามารถเปรียบเทียบและ

บอกความสัมพนัธ์ท่ีเก่ียวขอ้งกนัได ้ เช่น รูปส่ีเหล่ียมใดๆ ถา้

ด้านตรงข้ามขนานกันและยาวเท่ากันแล้วมุมตรงข้ามของ  

รูปส่ีเหล่ียมนั้นจะตอ้งเท่ากนั รูปส่ีเหล่ียมจตุัรัสคือรูปส่ีเหล่ียม

ผืนผา้ท่ีมีดา้นทั้งส่ียาวเท่ากนั เป็นตน้ ถึงแมว้่านักเรียนจะยงั 

ไม่สามารถพิสูจน์ได ้ในขั้นน้ีนกัเรียนสามารถเขา้ใจค�ำจ�ำกดั

ความต่างๆ มีการอภิปรายให้เหตุผลอย่างไม่เป็นแบบแผน  

ในบางคร้ังนกัเรียนอาจจะตอบวา่ “เขา้ใจ แต่อธิบายไม่ได”้

	 ขั้น 3 : การพิสูจนอ์ยา่งมีแบบแผน (Formal Deduction) 

นักเรียนสามารถเข้าใจการพิสูจน์ท่ีมีกฎเกณฑ์ คุ ้นเคยกับ 

การพิสูจน์ และสามารถพิสูจน์ได ้โดยทราบว่าอะไรคือส่ิงท่ี

ก�ำหนดให้ และอะไรคือส่ิงท่ีตอ้งการพิสูจน์ นักเรียนรู้จกัตั้ง 
กฎเกณฑแ์ละขอ้โตแ้ยง้ในการคิดไปตามล�ำดบัเหตุผล ทราบวา่

ท�ำไมส่ิงท่ีก�ำลังพิสูจน์อยู่เป็นจริงและเป็นไปได้อย่างไร 

นักเรียนอาจจะพิสูจน์ส่ิงท่ีตอ้งการจะพิสูจน์นั้นได้มากกว่า

หน่ึงวธีิ
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	 ขั้น 4 : การคิดขั้นสุดยอด (Rigor) 	นกัเรียนสามารถคิด

อย่างนามธรรม สามารถเปรียบเทียบระบบต่างๆ เช่น การ

เปรียบเทียบสัจพจน์ (Axiom) ทฤษฎี (Theory) และเรขาคณิต

นอกระบบยคุลิด (Non-Euclidean Geometry) นกัเรียนสามารถ

จดัทฤษฎีต่างๆ เขา้เป็นระบบระเบียบ และสร้างทฤษฎีใหม่ๆ ทาง

เรขาคณิต ค�ำถาม ท่ีอาจจะใชถ้ามนกัเรียน ไดแ้ก่ อะไรจะเกิดข้ึน

ในการเรียนวชิาเรขาคณิต ถา้ไม่มีทฤษฎีเก่ียวกบัเสน้ขนานคู่หน่ึง

และมีเสน้ตรงอีกเสน้หน่ึงตดัขวาง

การพสูิจน์ทางเรขาคณติ

	 การใหเ้หตุผลและการพสูิจนท์างเรขาคณิต มีความส�ำคญั

ต่อการหาขอ้สรุปท่ีเป็นเหตุเป็นผล และอิงตามหลกัการทาง

คณิตศาสตร์ ผูส้อนควรฝึกใหผู้เ้รียนพิสูจนอ์ยา่งไม่เป็นทางการ 

(Informal proof) ก่อน เพื่อใหผู้เ้รียนคุน้เคยกบัการคิดลกัษณะ

ต่างๆ เช่น การคิดวเิคราะห์ การคิดเชิงตรรกะ จากนั้นจึงค่อยฝึก

การพิสูจน์อย่างเป็นทางการ (Formal proof) ท่ีตอ้งมีการใช ้

ทฤษฎีบท กฎ สูตร บทนิยาม และสมบติัทางเรขาคณิตมาประกอบ

อยา่งสมเหตุสมผล การใหเ้หตุผลและการพิสูจน์ทางเรขาคณิต 

อาจเร่ิมจากการใชปั้ญหาทางเรขาคณิตท่ีไม่ซบัซอ้น มีขั้นตอน

การคิดและการหาค�ำตอบท่ีไม่ยุง่ยาก ไปจนถึงปัญหาท่ีตอ้งการ

การเช่ือมโยงความรู้ต่างๆ ทางคณิตศาสตร์ กระบวนการในการ

ใหเ้หตุผลและการพิสูจน์ทางเรขาคณิตจะช่วยใหผู้เ้รียนเห็นวา่

ความรู้คณิตศาสตร์มีระบบ ระเบียบ แบบแผน เป็นจริง สมเหตุ

สมผล และสามารถพิสูจนไ์ด ้(อมัพร, 2557) 

	 สถาบนัส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลย ี

(2557) ไดก้ล่าวว่า การพิสูจน์เป็นขั้นตอนส�ำคญัขั้นตอนหน่ึง

ส�ำหรับการคน้ควา้ทางคณิตศาสตร์ อยา่งไรกต็ามมีขอ้สงัเกตวา่ 

การพิสูจน์เชิงคณิตศาสตร์ มีขอ้แตกต่างกบัการพิสูจน์ในทาง

วทิยาศาสตร์อยูบ่า้ง กล่าวคือในทางคณิตศาสตร์ การพิสูจน์คือ

การแสดง (ช้ีแจง อธิบาย) ใหเ้ห็นวา่จริงดว้ยเหตุผลเชิงตรรกศาสตร์ 

(การใหเ้หตุผลแบบนิรนยั) ในขณะท่ีการพสูิจนท์างวทิยาศาสตร์

ท�ำไดโ้ดยการทดลอง หรือการสงัเกตปรากฏการณ์ (การใหเ้หตุผล

แบบอุปนยั) ซ่ึงอาศยัผลลพัธ์ท่ีเกิดข้ึนซ�้ำๆ กนัหลายๆ คร้ัง น�ำไป

สู่ขอ้สรุปท่ีเป็นนยัทัว่ไป ส่ิงท่ีตอ้งการการพสูิจน ์ไดแ้ก่ ทฤษฎีบท 

ซ่ึงคือประพจน์ท่ีเป็นจริง และไม่ใช่สัจพจน์ หรือบทนิยาม  

ในการน�ำเสนอองคค์วามรู้ทางคณิตศาสตร์ ไมว่า่จะเป็นในรูปของ

บทความในวารสารเชิงวชิาการ ต�ำรา หรือการเรียนการสอน จะพบ

เสมอวา่จะตอ้งมีการด�ำเนินการพสูิจนข์อ้ความตา่งๆ ท่ีกล่าวอา้ง 

แต่ในฐานะผูเ้รียน หรือผูน้�ำองคค์วามรู้ทางคณิตศาสตร์ไปใช ้

มกัมีขอ้อา้งวา่ ไม่เห็นจ�ำเป็นตอ้งทราบวธีิการพิสูจน ์หรือเขา้ใจ

บทพิสูจน์ เพราะองคค์วามรู้ท่ีตอ้งการเรียนรู้ หรือน�ำไปใชน้ั้น

เป็นองคค์วามรู้ท่ีเป็นมาตรฐาน ไดรั้บการยอมรับ และตรวจสอบ

โดยนกัคณิตศาสตร์มาแลว้วา่เป็นจริง 

	 จากท่ีกล่าวมาจะสรุปความหมายของการพิสูจน์ไดว้่า 

การพิสูจน ์คือ การแสดงใหเ้ห็นวา่ขอ้ความท่ีก�ำลงัพิสูจนอ์ยูน่ั้น

เป็นจริง โดยการเช่ือมโยงจากเหตุ (ส่ิงท่ีทราบวา่เป็นจริง) ไปสู่ผล 

(ขอ้สรุป ท่ีตอ้งการพิสูจน์ หรือตอ้งการน�ำไปกล่าวอา้งต่อไป) 

ผ่านการอา้งท่ีสมเหตุสมผล ดงันั้นสรุปไดว้่า การพิสูจน์เป็น

เร่ืองท่ีมีความจ�ำเป็นต่อทุกคนทั้งในเร่ืองของการเรียนการสอน

ในโรงเรียน และเร่ืองท่ีเก่ียวขอ้งกบัชีวิตประจ�ำวนั และน่ีเป็น

เหตุผลวา่ท�ำไมจึงตอ้งมีการส่งเสริมความสามารถของนกัเรียน

ทางดา้นการใหเ้หตุผลและการพิสูจน์

	 ส�ำหรับวิธีการสอนพิสูจน์เรขาคณิตนั้น ยุพิน (2545) 

ไดใ้หแ้นวทางในการสอนพิสูจนเ์รขาคณิต ไวด้งัน้ี

	 1.	 การสอนทฤษฎีบท มีขั้นตอนดงัต่อไปน้ี

		  1.1	 หาวิธีการให้ผูเ้รียนสรุปเน้ือหาทฤษฎีบทดว้ย

ตนเอง ซ่ึงอาจจะใชก้ารสาธิตของครู การทดลอง การใชเ้หตุผล 

การใชส่ื้อการเรียนการสอนส�ำเร็จรูป แลว้ใหผู้เ้รียนรู้จกัแยกแยะ

เหตุและผล

		  1.2 ใหผู้เ้รียนบอกส่ิงท่ีก�ำหนดใหแ้ละส่ิงท่ีตอ้งพสูิจน์

		  1.3 เลือกวธีิการพิสูจน ์โดยมากใชก้ารวเิคราะห์จาก

ผลไปสู่เหตุ แลว้เรียบเรียงจากเหตุไปสู่ผล แต่บางขอ้อาจจะใช้

การสงัเคราะห์ หรือบางขอ้อาจจะใชก้ารวเิคราะห์และสงัเคราะห์

ร่วมกนั ทั้งน้ีข้ึนอยูก่บัโจทย์

	 2.	 การพิสูจนแ์บบฝึกหดั

		  2.1	ให้ผูเ้รียนอ่านโจทยใ์ห้เขา้ใจ แยกเหตุและผล 

หรือแยกส่ิงท่ีก�ำหนดใหแ้ละส่ิงท่ีตอ้งการพสูิจน ์ถา้ผูเ้รียนไม่เขา้ใจ

และไม่สามารถแยกได ้จะตอ้งพยายามใหฝึ้กจนกวา่จะแยกได้

		  2.2 เขียนรูปประกอบ

		  2.3 การพิสูจน ์จะเลือกวธีิวเิคราะห์ หรือสงัเคราะห์ 

หรือใช้การวิเคราะห์ร่วมกับสังเคราะห์จะต้องพิจารณาให้

เหมาะสมกบัเน้ือหา 

	 3.	 การสอนบทสร้าง

		  3.1 ผูส้อนใชค้ �ำถามและแสดงการสร้างตามล�ำดบั 

ผูเ้รียนก็สร้างตาม ผูส้อนจะเขียนกระดานด�ำ แสดงวิธีสร้าง 

ทีละขั้นตอนไปพร้อมๆ กนั อย่าสอนจนจบแลว้ถามผูเ้รียน 

อีกวา่สร้างอยา่งไรหรือถา้เป็นเร่ืองง่ายกใ็หผู้เ้รียนแบ่งกลุ่มศึกษา

สาระในหนงัสือเรียน

		  3.2 การพิสูจนจ์ะใชว้ธีิการวเิคราะห์หรือสงัเคราะห์

อยูใ่นดุลยพินิจของผูส้อน แลว้ช่วยกนัสร้าง ผูส้อนตรวจสอบ

ความถูกตอ้ง
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วธีิด�ำเนินการวจิยั

	 การวิจยัคร้ังน้ีเป็นการวิจยัและพฒันา (Research and 

Development หรือ R&D) เพื่อพฒันารูปแบบการเรียนการสอน

การพิสูจน์ทางเรขาคณิต ส�ำหรับนกัเรียนชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3 

ซ่ึงผูว้จิยัแบ่งการวจิยัเป็น 4 ระยะ ดงัน้ี

	 ระยะท่ี 1 ศึกษา วเิคราะห์ และสงัเคราะห์ขอ้มูลพื้นฐาน 

เพื่อหาแนวทางในการพฒันารูปแบบการเรียนการสอนท่ีช่วย

ส่งเสริมความสามารถในการพสูิจนท์างเรขาคณิต ส�ำหรับนกัเรียน

ชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3 (R1) 

	 ระยะท่ี 2 สร้าง และพฒันารูปแบบการเรียนการสอน

การพิสูจนท์างเรขาคณิต และเคร่ืองมือการวจิยั (D1) 

	 ระยะท่ี 3 น�ำไปทดลองใชก้บันกัเรียนชั้นมธัยมศึกษา 

ปีท่ี 3 คร้ังท่ี 1 (R2) และแกไ้ขปรับปรุงรูปแบบการเรียนการสอน 

(D2) และน�ำไปทดลองใช้กับนักเรียนชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3  

คร้ังท่ี 2 (R3) 

	 ระยะท่ี 4 ประเมินผล และแก้ไขปรับปรุงรูปแบบ 

การเรียนการสอน (D3) เพื่อให้ไดรู้ปแบบการเรียนการสอน

การพิสูจน์ทางเรขาคณิต ฉบบัสมบูรณ์ ส�ำหรับนักเรียนชั้น

มธัยมศึกษาปีท่ี 3 

เคร่ืองมือทีใ่ช้ในการวจิยั

	 การเกบ็รวบรวมขอ้มูลเพือ่การวจิยัในคร้ังน้ีประกอบดว้ย 

เคร่ืองมือ 5 ชนิด ไดแ้ก่ แผนการจดัการเรียนรู้ แบบทดสอบ

วดัผลสัมฤทธ์ิทางการเรียนคณิตศาสตร์ แบบวดัความสามารถ

ในการพสูิจนท์างเรขาคณิต แบบวดัระดบัขั้นการคิดทางเรขาคณิต

ของ Van Hiele และแบบบนัทึกหลงัการจดัการเรียนรู้

การเกบ็รวบรวมข้อมูล

	 ผูว้จิยัไดด้�ำเนินการเกบ็รวบรวมขอ้มูล 2 คร้ัง กบันกัเรียน

กลุ่มตวัอยา่งท่ีไดม้าจากการเลือกแบบเจาะจง 2 โรงเรียน คือ 

นักเรียนโรงเรียนราชนันทาจารย ์สามเสนวิทยาลยั 2 สังกดั

ส�ำนกังานเขตพ้ืนท่ีการศึกษามธัยมศึกษา เขต 1 จ�ำนวน 44 คน 

ในภาคเรียนท่ี 2 ปีการศึกษา 2558 เดือนมกราคมถึงกมุภาพนัธ์ 

2559 และโรงเรียนสุรศกัด์ิมนตรี สังกดัส�ำนักงานเขตพื้นท่ี 

การศึกษามัธยมศึกษาเขต 2 จ�ำนวน 60 คน (2 ห้องเรียน 

หอ้งเรียนละ 30 คน) ในภาคเรียนท่ี 1 ปีการศึกษา 2559 เดือน

มิถุนายนถึงเดือนกรกฎาคม 2559 ซ่ึงผูว้จิยัไดด้�ำเนินการดงัน้ี

	 1.	 น�ำแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธ์ิทางการ เ รียน

คณิตศาสตร์ เร่ือง การให้เหตุผลเก่ียวกบัรูปสามเหล่ียมและ 

รูปส่ีเหล่ียม และแบบวดัระดบัขั้นการคิดทางเรขาคณิตของ 

Van Hiele ท่ีไดผ้่านการพิจาณาจากคณะกรรมการท่ีปรึกษา

วทิยานิพนธ์ และผูท้รงคุณวฒิุ ซ่ึงไดรั้บการปรับปรุงแกไ้ขแลว้ 

มาท�ำการทดสอบก่อนเรียน กบันกัเรียนชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3 

โรงเรียนราชนนัทาจารย ์สามเสนวิทยาลยั 2 ในภาคเรียนท่ี 2  

ปีการศึกษา 2558 และนกัเรียนชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3 โรงเรียน

สุรศกัด์ิมนตรี ในภาคเรียนท่ี 1 ปีการศึกษา 2559 ท่ีเป็นกลุ่ม

ตวัอยา่ง โดยใชเ้วลา 100 นาที 

	 2.	 ด�ำเนินการสอนสาระการเรียนรู้ เร่ือง การใหเ้หตุผล

เก่ียวกบัรูปสามเหล่ียมและรูปส่ีเหล่ียม ตามแผนการจดัการ

เรียนรู้ ท่ีผูว้จิยัสร้างข้ึนทั้งหมด 16 คาบ คาบละ 50 นาที โดยใช้

ขั้นตอนการเรียนรู้ของ Van Hiele เฉพาะแผนการจดัการเรียนรู้

ในคาบเรียนท่ี 3 ถึง 12 เพื่อใหน้กัเรียนพฒันาการตามระดบัขั้น

การคิดทางเรขาคณิตของ Van Hiele อยูใ่นระดบั 3 (การพิสูจน์

อย่างมีแบบแผน) ซ่ึงในแต่ละคาบผูว้ิจยัไดบ้นัทึกขอ้มูลท่ีได้

จากการจดักิจกรรมการเรียนรู้ ในแบบบนัทึกหลงัการจดัการ

เรียนรู้ เพ่ือน�ำมาเป็นขอ้มูลในการปรับปรุงแผนการจดัการ

เรียนรู้ท่ีนกัเรียนจะเรียนรู้ต่อไปใหดี้ยิง่ข้ึน โดยสาระการเรียนรู้

ของแผนการจดัการเรียนรู้เป็นดงัน้ี

	 แผนการจัดการเรียนรู้ท่ี 1 คาบเรียนท่ี 1 ประโยค

เง่ือนไข และบทกลบัของประโยคเง่ือนไข

	 แผนการจดัการเรียนรู้ท่ี 2 คาบเรียนท่ี 2 การใหเ้หตุผล

ทางเรขาคณิต

	 แผนการจดัการเรียนรู้ท่ี 3 คาบเรียนท่ี 3–4 ทฤษฎีบท

เก่ียวกบัรูปสามเหล่ียม และการน�ำไปใช้

	 แผนการจดัการเรียนรู้ท่ี 4 คาบเรียนท่ี 5–6 ทฤษฎีบท

เก่ียวกบัความเท่ากนัทุกประการของรูปสามเหล่ียม (1) 

	 แผนการจดัการเรียนรู้ท่ี 5 คาบเรียนท่ี 7 ทฤษฎีบท 

เก่ียวกบัความเท่ากนัทุกประการของรูปสามเหล่ียม (2) 

	 แผนการจดัการเรียนรู้ท่ี 6 คาบเรียนท่ี 8–9 ทฤษฎีบท

เก่ียวกบัรูปส่ีเหล่ียม (1)	

	 แผนการจดัการเรียนรู้ท่ี 7 คาบเรียนท่ี 10 ทฤษฎีบท

เก่ียวกบัรูปส่ีเหล่ียม (2)

	 แผนการจดัการเรียนรู้ท่ี 8 คาบเรียนท่ี 11–12 ทฤษฎีบท

เก่ียวกบัรูปส่ีเหล่ียม (3)

	 แผนการจดัการเรียนรู้ท่ี 	9 คาบเรียนท่ี 13 การสร้างรูป

เรขาคณิตโดยใชส้นัตรงและวงเวยีน (1)

	 แผนการจดัการเรียนรู้ท่ี 	10 คาบเรียนท่ี 14 การสร้างรูป

เรขาคณิตโดยใชส้นัตรงและวงเวยีน (2)
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	 แผนการจดัการเรียนรู้ท่ี 11 คาบเรียนท่ี 15–16 การสร้าง

รูปเรขาคณิตโดยใชส้นัตรงและวงเวยีน (3)

	 3.	 น�ำแบบวดัความสามารถในการพสูิจนท์างเรขาคณิต 

ไปใหน้กัเรียนท�ำในระหวา่งท่ีมีการจดัการเรียนรู้ โดยแบ่งเป็น 

4 คร้ัง คือ คร้ังท่ี 1 นกัเรียนท�ำแบบวดัความสามารถในการพสูิจน์

ทางเรขาคณิต ชุดท่ี 1 จ�ำนวน 2 ขอ้ 8 คะแนน โดยครูน�ำไปใช้

ในแผนการจดัการเรียนรู้ท่ี 3 ใชเ้วลา 20 นาที คร้ังท่ี 2 นกัเรียน

ท�ำแบบวดัความสามารถในการพิสูจน์ทางเรขาคณิต ชุดท่ี 2 

จ�ำนวน 2 ขอ้ 12 คะแนน โดยครูน�ำไปใชใ้นแผนการจดัการเรียนรู้

ท่ี 6 ใชเ้วลา 30 นาที คร้ังท่ี 3 นกัเรียนท�ำแบบวดัความสามารถ

ในการพิสูจน์ทางเรขาคณิต ชุดท่ี 3 จ�ำนวน 2 ขอ้ 10 คะแนน 

โดยครูน�ำไปใชใ้นแผนการจดัการเรียนรู้ท่ี 8 ใชเ้วลา 30 นาที และ 

คร้ังท่ี 4 นักเรียนท�ำแบบวดัความสามารถในการพิสูจน์ทาง

เรขาคณิต ชุดท่ี 4 จ�ำนวน 2 ขอ้ 10 คะแนน โดยครูน�ำไปใชใ้นแผน 

การจดัการเรียนรู้ท่ี 11 ใชเ้วลา 30 นาที

	 4.	 น�ำแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธ์ิทางการ เ รียน

คณิตศาสตร์ เร่ืองการให้เหตุผลเก่ียวกบัรูปสามเหล่ียมและ 

รูปส่ีเหล่ียม และแบบวดัล�ำดบัขั้นการคิดทางเรขาคณิตของ 

Van Hiele ฉบบัเดิมมาท�ำการทดสอบหลงัเรียนกบักลุ่มตวัอยา่ง 

โดยใชเ้วลา 100 นาที

	 5.	 เขียนบนัทึกหลงัการจดัการเรียนรู้ ทุกคาบท่ีมีการ

จดัการเรียนรู้ เพื่อน�ำขอ้มูลมาปรับปรุง และพฒันาแผนการ

จดัการเรียนรู้ใหมี้ประสิทธิภาพ

ผลการวจิยั

ผลการน�ำรูปแบบการเรียนการสอนการพิสูจน์ทางเรขาคณิต

ไปทดลองใช้คร้ังที ่1

	 ผูว้ิจยัไดน้�ำรูปแบบการเรียนการสอนการพิสูจน์ทาง

เรขาคณิตไปทดลองใชค้ร้ังท่ี 1 กบันกัเรียนชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3 

โรงเรียนราชนันทาจารย ์สามเสนวิทยาลยั 2 จ�ำนวน 44 คน  

โดยผูว้จิยัขอน�ำเสนอผลการวจิยั 3 ดา้น คือ พฒันาการในระดบั

ขั้นการคิดทางเรขาคณิตของ Van Hiele ผลสมัฤทธ์ิทางการเรียน

คณิตศาสตร์ เร่ืองการให้เหตุผลเก่ียวกบัรูปสามเหล่ียมและ 

รูปส่ีเหล่ียม และความสามารถในการพิสูจน์ทางเรขาคณิต  

หลงัการใชรู้ปแบบการเรียนการสอนการพิสูจน์ทางเรขาคณิต 

ดงัตารางท่ี 1 ถึงตารางท่ี 3 ตามล�ำดบัดงัน้ี

	 จากตารางท่ี 1 พบวา่ก่อนเรียนนกัเรียนชั้นมธัยมศึกษา

ปีท่ี 3 โรงเรียนราชนนัทาจารย ์สามเสนวิทยาลยั 2 มีระดบัขั้น

การคิดทางเรขาคณิตของ Van Hiele ในแต่ละระดบัดงัน้ี ขั้น 0 

มากท่ีสุด คิดเป็นร้อยละ 52.27 รองลงมาคือขั้น 1 คิดเป็นร้อยละ 

29.55 ขั้น 2 คิดเป็นร้อยละ 18.18 และไม่มีนกัเรียนท่ีมีระดบัขั้น

การคิดทางเรขาคณิตของ Van Hiele อยูใ่นขั้น 3 แต่หลงัจากน�ำ

รูปแบบการเรียนการสอนการพิสูจน์ทางเรขาคณิตท่ีผูว้ิจยัได้

พฒันาไปใช้ ผลปรากฏว่า นักเรียนกลุ่มน้ีมีระดบัขั้นการคิด 

ทางเรขาคณิตของ Van Hiele อยูใ่นขั้น 3 มากท่ีสุด คิดเป็นร้อยละ 

63.64 รองลงมาคือขั้น 1 คิดเป็นร้อยละ 22.73 และขั้น 2 คิดเป็น

ร้อยละ 13.63 ตามล�ำดบั

ตารางที ่1	 การเปรียบเทียบระดบัขั้นการคิดทางเรขาคณิตของ Van Hiele ก่อนเรียนและหลงัเรียน ของนกัเรียนชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3 

โรงเรียนราชนนัทาจารย ์สามเสนวทิยาลยั 2 

ระดบัขั้นการคิดทางเรขาคณิตของ Van Hiele

ขั้น 0 ขั้น 1 ขั้น 2 ขั้น 3

ก่อนเรียน จ�ำนวน (คน) 23 13   8 –

ร้อยละ 52.27 29.55 18.18 –

หลงัเรียน จ�ำนวน (คน) – 10   6 28

ร้อยละ – 22.73 13.63 63.64
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	 จากตารางท่ี 2 พบว่าก่อนเรียนนักเรียนมีผลสัมฤทธ์ิ

ทางการเ รียนคณิตศาสตร์  เ ร่ืองการให้ เหตุผลเ ก่ียวกับ 

รูปสามเหล่ียมและรูปส่ีเหล่ียม คิดเป็นคะแนนเฉล่ีย 15.09 

คะแนน จากคะแนนเต็ม 50 คะแนน แต่หลงัจากน�ำรูปแบบ  

การเรียนการสอนการพิสูจน์ทางเรขาคณิตท่ีผูว้ิจยัไดพ้ฒันา 

ไปใช้ ผลปรากฏว่านักเ รียนมีผลสัมฤทธ์ิทางการเ รียน

คณิตศาสตร์ คิดเป็นคะแนนเฉล่ีย 31.98 คะแนน เพิ่มข้ึน 
จากเดิม 16.89 คะแนน หรือเพิ่มข้ึนร้อยละ 33.78 

	 จากตารางท่ี 3 พบวา่ นกัเรียนท�ำแบบวดัความสามารถ

ในการพิสูจน์ทางเรขาคณิตโดยเรียงคะแนนจากมากท่ีสุด 

ไปหาคะแนนน้อยท่ีสุด ไดด้งัน้ี ชุดท่ี 1 ไดค้ะแนนมากท่ีสุด 

คิดเป็นร้อยละ 84.13 แบบวดัชุดน้ีตรวจสอบความรู้พ้ืนฐาน

เก่ียวกบัการใหเ้หตุผลทางเรขาคณิต ชุดท่ี 4 ไดค้ะแนนคิดเป็น

ร้อยละ 67.50 แบบวดัชุดน้ีตรวจสอบการสร้างและการพิสูจน ์

ชุดท่ี 2 ไดค้ะแนนคิดเป็นร้อยละ 66.08 แบบวดัชุดน้ีตรวจสอบ

การพิสูจน์เก่ียวกับรูปสามเหล่ียม และนักเรียนท�ำแบบวดั 

ความสามารถในการพิสูจน์ทางเรขาคณิต ชุดท่ี 3 ไดค้ะแนน

นอ้ยท่ีสุดคิดเป็นร้อยละ 60 แบบวดัชุดน้ีตรวจสอบการพิสูจน์

เก่ียวกบัรูปส่ีเหล่ียม นอกจากน้ีคะแนนรวมจากการท�ำแบบวดั

ความสามารถในการพิสูจน์ทางเรขาคณิต 4 ชุด (คะแนนเต็ม  

40 คะแนน) คะแนนเฉล่ีย 27.41 คะแนน คิดเป็นร้อยละ 68.53

ตารางที ่2	 ผลสมัฤทธ์ิทางการเรียนคณิตศาสตร์ ก่อนเรียนและหลงัเรียน ของนกัเรียนชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3 โรงเรียนราชนนัทาจารย ์

สามเสนวทิยาลยั 2 

ผลสมัฤทธ์ิ

ทางการเรียนคณิตศาสตร์
การเปล่ียนแปลง

ก่อนเรียน คะแนนเฉล่ีย 15.09 –

ร้อยละ 30.18 –

หลงัเรียน คะแนนเฉล่ีย 31.98 เพิ่มข้ึน 16.89

ร้อยละ 63.96 เพิ่มข้ึน 33.78

ตารางที ่3	 คะแนนจากการท�ำแบบวดัความสามารถในการพิสูจน์ทางเรขาคณิต เป็นรายชุดของนกัเรียนชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3  

โรงเรียนราชนนัทาจารย ์สามเสนวทิยาลยั 2

แบบวดัความสามารถในการพิสูจนท์างเรขาคณิต

ชุดท่ี 1

(8 คะแนน)

ชุดท่ี 2

(12 คะแนน)

ชุดท่ี 3

(10 คะแนน)

ชุดท่ี 4

(10 คะแนน)

รวม 4 ชุด

 (40 คะแนน)

คะแนนเฉล่ีย 6.73 7.93 6 6.75 27.41

ร้อยละ 84.13 66.08 60 67.50 68.53
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ผลการน�ำรูปแบบการเรียนการสอนการพิสูจน์ทางเรขาคณิต

ไปทดลองใช้คร้ังที ่2

	 หลงัจากผูว้ิจยัไดป้รับปรุงรูปแบบการเรียนการสอน

การพิสูจน์ทางเรขาคณิตจากการทดลองใชค้ร้ังท่ี 1 ผูว้ิจยัไดน้�ำ

รูปแบบการเรียนการสอนการพิสูจน์ทางเรขาคณิตไปทดลอง

ใชค้ร้ังท่ี 2 กบันกัเรียนชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3 โรงเรียนสุรศกัด์ิมนตรี 

จ�ำนวน 2 หอ้งเรียน หอ้งเรียนละ 30 คน โดยผูว้จิยัขอน�ำเสนอ

ผลการวจิยั 3 ดา้น คือ พฒันาการในระดบัขั้นการคิดทางเรขาคณิต

ของ Van Hiele ผลสมัฤทธ์ิทางการเรียนคณิตศาสตร์ เร่ืองการให้

เหตุผลเก่ียวกบัรูปสามเหล่ียมและรูปส่ีเหล่ียม และความสามารถ

ในการพสูิจนท์างเรขาคณิต หลงัการใชรู้ปแบบการเรียนการสอน

การพสูิจนท์างเรขาคณิต ดงัตารางท่ี 4 – ตารางท่ี 6 ตามล�ำดบัดงัน้ี

	 จากตารางท่ี 4 พบวา่ก่อนเรียนนกัเรียนชั้นมธัยมศึกษา

ปีท่ี 3 โรงเรียนสุรศกัด์ิมนตรี มีระดบัขั้นการคิดทางเรขาคณิต

ของ Van Hiele อยู่ในขั้น 2 มากท่ีสุด คิดเป็นร้อยละ 55.00  

รองลงมาคือขั้น 1 คิดเป็นร้อยละ 36.67 และขั้น 0 คิดเป็นร้อยละ 

8.33 และไม่มีนกัเรียนท่ีมีระดบัขั้นการคิดทางเรขาคณิตของ 

Van Hiele อยูใ่นขั้น 3 แต่หลงัจากน�ำรูปแบบการเรียนการสอน

การพิสูจน์ทางเรขาคณิตท่ีผูว้ิจยัไดพ้ฒันาไปใช ้ผลปรากฏว่า 

นกัเรียนกลุ่มน้ีมีระดบัขั้นการคิดทางเรขาคณิตของ Van Hiele 

อยูใ่นขั้น 3 มากท่ีสุด คิดเป็นร้อยละ 68.33 รองลงมาคือขั้น 2 

คิดเป็นร้อยละ 30.00 และขั้น 1 คิดเป็นร้อยละ 1.67 ตามล�ำดบั

ตารางที ่4	 การเปรียบเทียบระดบัขั้นการคิดทางเรขาคณิตของ Van Hiele ก่อนเรียนและหลงัเรียน ของนกัเรียนชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3 

โรงเรียนสุรศกัด์ิมนตรี 

ระดบัขั้นการคิดทางเรขาคณิตของ Van Hiele

ขั้น 0 ขั้น 1 ขั้น 2 ขั้น 3

ก่อนเรียน จ�ำนวน (คน) 5 22 33 –

ร้อยละ 8.33 36.67 55 –

หลงัเรียน จ�ำนวน (คน) – 1 18 41

ร้อยละ – 1.67 30 68.33

	 จากตารางท่ี 5 พบวา่ก่อนเรียนนกัเรียนมีผลสมัฤทธ์ิทาง 

การเรียนคณิตศาสตร์ เร่ืองการใหเ้หตุผลเก่ียวกบัรูปสามเหล่ียม

และรูปส่ีเหล่ียม คิดเป็นคะแนนเฉล่ีย 21.08 คะแนน จากคะแนน

เต็ม 50 คะแนน แต่หลังจากน�ำรูปแบบการเรียนการสอน 

การพิสูจน์ทางเรขาคณิตท่ีผูว้ิจยัไดพ้ฒันาไปใช ้ผลปรากฏว่า

นกัเรียนมีผลสัมฤทธ์ิทางการเรียนคณิตศาสตร์ คิดเป็นคะแนน

เฉล่ีย 34.75 คะแนน เพิ่มข้ึนจากเดิม 13.67 คะแนน หรือเพิ่มข้ึน

ร้อยละ 27.34 

	 จากตารางท่ี 6 พบวา่ นกัเรียนท�ำแบบวดัความสามารถ

ในการพิสูจน์ทางเรขาคณิตโดยเรียงคะแนนจากมากท่ีสุด 

ไปหาคะแนนน้อยท่ีสุด ไดด้งัน้ี ชุดท่ี 2 ไดค้ะแนนมากท่ีสุด 

คิดเป็นร้อยละ 73.92 แบบวดัชุดน้ีตรวจสอบการพิสูจนเ์ก่ียวกบั

รูปสามเหล่ียม รองลงมาชุดท่ี 1 ไดค้ะแนนคิดเป็นร้อยละ 69.13 

แบบวดัชุดน้ีตรวจสอบความรู้พ้ืนฐานเก่ียวกบัการให้เหตุผล

ทางเรขาคณิต ชุดท่ี 3 คิดเป็นร้อยละ 68.50 แบบวดัชุดน้ี 

ตรวจสอบการพิสูจน์เก่ียวกับรูปส่ีเหล่ียม และนักเรียนท�ำ 

แบบวดัความสามารถในการพิสูจน์ทางเรขาคณิต ชุดท่ี 4  

ได้คะแนนน้อยท่ีสุด คิดเป็นร้อยละ 61.30 แบบวัดชุดน้ี 

ตรวจสอบการสร้างและการพิสูจน์ นอกจากน้ีคะแนนรวม 

จากการท�ำแบบวดัความสามารถในการพสูิจนท์างเรขาคณิต 4 ชุด 

(คะแนนเตม็ 40 คะแนน) คะแนนเฉล่ีย 27.47 คะแนน คิดเป็น

ร้อยละ 68.68
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สรุปผล และอภปิรายผล

	 รูปแบบการเรียนการสอนการพิสูจน์ทางเรขาคณิต 

ส�ำหรับนกัเรียนชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3 ท่ีผูว้จิยัสร้างและพฒันาข้ึน 

มีส่วนช่วยส่งเสริมพฒันาการของนกัเรียน ในระดบัขั้นการคิด

ทางเรขาคณิตของ Van Hiele ใหอ้ยูใ่นระดบั 3 หรือขั้นการพสูิจน์

อยา่งมีแบบแผน (Formal Deduction) ตลอดจนมีส่วนช่วยให้

นกัเรียนทุกคนมีผลสมัฤทธ์ิทางการเรียนคณิตศาสตร์ เร่ืองการ

ใหเ้หตุผลเก่ียวกบัรูปสามเหล่ียมและรูปส่ีเหล่ียม หลงัการเรียน

สูงกว่าเกณฑ ์60 เปอร์เซ็นต ์และความสามารถในการพิสูจน์

ทางเรขาคณิตของนกัเรียนทุกคน หลงัการใชรู้ปแบบการเรียน

การสอนการพิสูจน์ทางเรขาคณิต สูงกวา่เกณฑ ์60 เปอร์เซ็นต ์

ทั้งน้ีเป็นเพราะผูว้ิจยัไดน้�ำแผนภูมิสายงานวิเคราะห์ยอ้นกลบั

มาใชใ้นการเรียนการสอนการพิสูจน์ซ่ึงสอดคลอ้งกบังานวิจยั

ของ Linares (2008) ท่ีมีการน�ำวิธีการของ Solow คือ วิธีการ

เดินหนา้ ถอยหลงั (Forward-Backward Method) ซ่ึงวธีิการน้ี

เก่ียวขอ้งกบัการถามค�ำถามหลกั หรือกลยทุธ์ เพือ่ไปใหถึ้งขอ้ความ

ท่ีตอ้งการพิสูจน์ ซ่ึงเทคนิคแผนผงัการพิสูจน์ แสดงให้เห็น

ตารางที ่5	 ผลสมัฤทธ์ิทางการเรียนคณิตศาสตร์ ก่อนเรียนและหลงัเรียน ของนกัเรียนชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3 โรงเรียนสุรศกด์ิมนตรี

ผลสมัฤทธ์ิ

ทางการเรียนคณิตศาสตร์
การเปล่ียนแปลง

ก่อนเรียน คะแนนเฉล่ีย 21.08 –

ร้อยละ 42.16 –

หลงัเรียน คะแนนเฉล่ีย 34.75 เพิ่มข้ึน 13.67

ร้อยละ 69.50 เพิ่มข้ึน 27.34

ตารางที ่6	 คะแนนจากการท�ำแบบวดัความสามารถในการพิสูจน์ทางเรขาคณิตเป็นรายชุดของนักเรียนชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3  

โรงเรียนสุรศกัด์ิมนตรี

แบบวดัความสามารถในการพิสูจนท์างเรขาคณิต

ชุดท่ี 1

(8 คะแนน)

ชุดท่ี 2

(12 คะแนน)

ชุดท่ี 3

(10 คะแนน)

ชุดท่ี 4

(10 คะแนน)

รวม 4 ชุด

 (40 คะแนน)

คะแนนเฉล่ีย   5.53   8.87   6.85  6.13 27.47

ร้อยละ 69.13 73.92 68.50 61.30 68.68

กระบวนการคิดของนกัเรียน และเป็นแนวทางช่วยใหน้กัเรียน

ไดส้�ำรวจความคิดเร่ิมตน้ทางคณิตศาสตร์ และสอดคลอ้งกบั

งานวจิยัของทศันีย ์(2553) ซ่ึงพบวา่นกัเรียนมีความพึงพอใจต่อ

กิจกรรมการเรียนเรขาคณิตเร่ืองวงกลม โดยใชก้ารเขียนพิสูจน์

แบบแผนผงัแสดงเหตุผลอยูใ่นระดบัมาก นัน่แสดงให้เห็นว่า

แผนภูมิสายงานวิเคราะห์ยอ้นกลับมีส่วนช่วยให้นักเรียน

ประสบความส�ำเร็จในการเขียนพสูิจนท์างเรขาคณิต ซ่ึงการเรียน

การสอนการพิสูจน์นั้น ครูตอ้งใช้ทั้ งศาสตร์และศิลป์ ทั้ งน้ี

เพราะการพิสูจน์ตอ้งการทั้งความถูกตอ้ง ความสมเหตุสมผล 

และทกัษะในการเรียบเรียงอยา่งเป็นระบบอ่านแลว้ท�ำความเขา้ใจ

และติดตามไดง่้าย รวมทั้งการใชภ้าษาท่ีตรงกบัส่ิงท่ีตอ้งการ

ส่ือสาร มีความกระชับ และสละสลวย และส่ิงส�ำคญัท่ีสุด 

ครูไม่ควรมุ่งเน้นแต่การสอนด้านความรู้เท่านั้นโดยละเลย

หวัใจดวงนอ้ยของนกัเรียน ครูควรมีค�ำชมเม่ือนกัเรียนท�ำถูกตอ้ง

หรือมีการส่งงานครบถว้นตรงตามเวลา หรือมีการใหร้างวลัซ่ึง

เป็นการให้ก�ำลงัใจนกัเรียนเป็นระยะ เพ่ือกระตุน้ให้นกัเรียน

เกิดการเรียนรู้ ซ่ึงเป็นไปตามทฤษฎีการวางเง่ือนไขของ Skinner 
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ข้อเสนอแนะ

	 จากผลการวิจยัการพฒันารูปแบบการเรียนการสอน

การพิสูจน์ทางเรขาคณิต ส�ำหรับนกัเรียนชั้นมธัยมศึกษาปีท่ี 3 

ผูว้ิจยัขอเสนอแนวทางส�ำหรับครูผูส้อนในการจดัการเรียนรู้ 

ดงัน้ี

	 1.	 การพิสูจน์ทางเรขาคณิต ครูตอ้งใหน้กัเรียนเร่ิมตน้

วเิคราะห์จากส่ิงท่ีตอ้งการพสูิจน ์(ผล) ไปสู่ส่ิงท่ีโจทยก์�ำหนดให ้

(เหตุ) และเขียนการพิสูจนโ์ดยเรียบเรียงจากเหตุไปสู่ผล

	 2.	 เทคนิคท่ีมีส่วนช่วยส่งเสริมความสามารถใน 

การพิสูจน์ของนกัเรียน คือ แผนภูมิสายงานวิเคราะห์ยอ้นกลบั 

ซ่ึงใช้เป็นร่างแนวคิดในการพิสูจน์ และแผนผงัความคิด 

ซ่ึงท�ำใหน้กัเรียน เช่ือมโยงความรู้ทางเรขาคณิต

	 3.	 ควรมีการสร้างองคค์วามรู้ใหม่จากประสบการณ์เดิม

เก่ียวกบัสาระการเรียนรู้เรขาคณิต

	 4.	 ควรมีการเสริมแรง การใหร้างวลัเพือ่เป็นขวญัก�ำลงัใจ 

และการฝึกซ�้ ำ

	 5.	 ความเขา้ใจของครูเก่ียวกบันักเรียนเป็นส่ิงส�ำคญั 

การสอนด้วยหัวใจของครูจะเป็นแรงผลักดันอย่างมากต่อ 

การเรียนรู้ของนกัเรียน

	 6.	 ควรมีการก�ำกับติดตามการท�ำงานของนักเรียน 

และการใหข้อ้มูลยอ้นกลบัอยา่งสม�่ำเสมอ

	 7.	  ควรมีการประเมินผลขณะเรียนรู้ (Assessment as 

Learning) การประเมินผลเพื่อเรียนรู้ (Assessment for 

Learning) และการประเมินผลการเรียนรู้ (Assessment of 

Learning)

ข้อเสนอแนะในการวจิยัคร้ังต่อไป

	 1.	 ควรมีการศึกษาความสมัพนัธ์ระหวา่งระดบัขั้นการคิด

ทางเรขาคณิตของ Van Hiele กบัความสามารถในการพิสูจน์

ทางเรขาคณิต หลงัการทดลองใช้รูปแบบการเรียนการสอน 

การพิสูจนท์างเรขาคณิต

	 2.	 ควรมีการวจิยัเก่ียวกบัพฤติกรรม และรูปแบบการเรียน 

(Learning Style) ของนกัเรียนท่ีมีผลต่อความสามารถในการพสูิจน์
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